Statistické vzorce MAT FAST VUT v Brne, 2024

Pravdépodobnost

Klasickda pravdépodobnost. Pravdépodobnost P(A) jevu A v koneéném zdkladnim prostoru Q = {wi,...,w,} je
P(A) = ", kde m je pocet elementarnich jevii pifznivych jevu A.

Nékteré vlastnosti axiomatické pravdépodobnosti:

(i) 0<P(A) <1, (iv) P(A) =1— P(A),
(ii) P(Q) =1, P(@) =0, (v) P(AUuB)=P(A)+ P(B) — P(ANB),
(iii) pro neslucitelné jevy Aj, As,... plati (vi) P(A) < P(B) pro A C B,
P(A U---UA,) =P(A) + -+ P(A,), (vii) P(B —A) = P(B) — P(A) pro AC B,

Podminénd pravdépodobnost. Pravdépodobnost jevu A za podminky, ze nastal jev B, je P(A|B) = Pl(;ég?), pokud

P(B) # 0.

Pravdépodobnost pruniku. Plati P(A; N Ay N---N Ap) = P(A1)P(A| A1) P(A3]A1 N Ag) ... P(Ap AN N Apy).

Nezavislost ndahodnijch jevi. Ndhodné jevy Ay, ..., A,, jsou vzijemné nezavislé, pokud plati
P(A;NA;) = P(A;)P(A)), proi# j, (pdrové nezdvislé)
P(A;NA;NAg) = P(A4)P(A;)P(Ag), pro i # j,j # k,
P(ANAyN---NAy) = P(A)P(Ay)...P(Ay).

Uplnd pravdépodobnost. Pokud By, ..., B, je tplny systém nesluéitelnych jevi a P(B;) # 0 pro viechna i = 1,...,n,
pak pro libovolny jev A plati

P(A) =" P(B;)P(A|B)).

i=1

Bayestuv vzorec. Pokud By,..., B, je plny systém neslucitelnych jevii, P(B;) # 0 pro vechna i = 1,...,n a P(A) > 0,

pak _ _
Zl P(B;)P(A|B;))
i=
Nahodné veliciny
Funkeni charakteristiky.
0< F(z) <1,
Distribuén F' je neklesajici a zprava spojita,
1; rlkucnl F(z) = P(X < ). limg 00 F(z) = 1, limg— o F(z) =0,
unxcee Pla < X <b)=F(b) — F(a),
P(X =a)=F(a) — limg—q_ F(x).
Pravdépodobnostni > penP(@) =1,
funkee p(z) = P(X = ). F(@) = Soepren p(0).

* f(z)dz =1,
Hustota I #@)

pravdépodobnosti fla): Fla) = /_ 1) de. %)f Y fz)» = [! f(x)da

Ciselné charakteristiky.

Stiedn Sox - p(x), pro X diskrétnf, E(X £Y)=E(X) £ E(Y),
hodnota  E(X)={ s (o + ) = a + - E(X),
odnota [ z-f(x)de, pro X spojitou. (X -Y)=E(X) E(Y) pro X,Y nezavislé.
—o0
D(X) =0,
Rozptyl a smérodatnd D(X)=E [(X _ E(X))Z] D(a+bX) = b* - D(X),
odchylka ' D(X) = E(X?) — E*(X),
o(X) = +v/D(X). DX +Y)=D(X)+D(Y) pro X,Y nezévislé.
o-kvantil z,, T
(spojité néh. vel.) F(z,) = a pro F(z) rostouci, piipadné / f(z)dz = a.
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Vybrana rozdéleni pravdépodobnosti
Binomickeé msdelem. X ~Bi(n,7), neNO0<n<1 B(X) = nr,
p(x) = < )ﬂl(l —m)" " x=0,1,...,n. D(X) =nn(1—m),
v (n+1)mr—1< Mod(X) < (n+ )7
Aproximace:
(a) Pron > 30 aw < {5 lze pouzit Bi(n, ) ~ Po(n).
(b) Pro nm(1 —7) > 9 lze pouzit Bi(n,n) ~ N(nm,nm(1 — 7)).

Hypergeometrické rozdéleni. X ~ Hg(N,M,n), N,M,n N

— _ M
. E(X) =nm, kder = %,
()G

D(X) =nn(l —m)¥=n

xT) = , max{0,n—N+M} <z < min{n, M}, x € Npy. N-1?
p(x) (JZ) { } { } 0 a—1<Mod(X) < a, kdea:%.
Poissonovo rozdeéleni. X ~Po(\), X >0
A E(X)=D(X) = A,
p(ac):—'e_A7 z=0,1,2,.... A—1<Mod(X) <A
!

Rovnomérné spojité rozdéleni. X ~ Ro(a,b), a<b,a,bcR
flx) = b a<z<b
Cb—a’ -

0, T < a, D =5,
Flz)=4q = a<z<b, Mod(X) = {(a, b).
1 x > b.

Normalni rozdéleni. X ~N(u,0%), peR,0?>0

1 1(x—p)? E(X) = x5 =Mod(X) = p,
fw) = o2 $P <_2c72> , TeR D(X) = 002.5
Plati: )
P = (221). o) =20 (1),
O(—z) =1 - ®(x), p(—z) = p(x)

Dvourozmérny diskrétni nahodny vektor

Diskrétni vektor X = (X,Y’) s oborem hodnot M = My x My C R? je popsan pravdépodobnostni funkei p(z, ), pro kterou
plati p(x,y) > 0, p(z,y) > 0 na M a déle
DO play) =1

Mx My

Marginalni pravdépodobnostni funkce nahodnych veli¢in X a Y se dostanou

X: px(z) = 621\24 p(z,9),
Y : py(y) = EXJV:I p(x,y).

Nahodné veli¢iny X, Y jsou stochasticky nezavislé, pokud plati px (z) - py (y) = p(z,y) pro véechna (z,y) € R?.

C(X, X) = D(X),
| C(X,Y) = B(XY) — B(X) - E(Y),

Kovariance C(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))], D(aX +bY) = a®?D(X) + b2 D(Y) + 2ab C(X,Y),
C(X,Y) =0 pro X,Y stochasticky nezavislé.
-1<p(X,Y) <1,

Korela¢n{ p(X,Y) = C(X,Y) p(X, X) =1,

koeficient ’ D(X) D(Y)’ p(X,Y) =241 = X,Y jsou linedrné zdvislé,
p(X,Y) =0 pro X,Y stochasticky nezdvislé.

Ing. Jan Holesovsky, Ph.D. 2/4



Statistické vzorce MAT FAST VUT v Brne, 2024

Bodové a intervalové odhady parametri normalniho a alternativniho rozdéleni

vybérovy prumeér X=1" X, X je nestrannym konzistentnim odhadem stfedni hodnoty,
S? = %1 o (X — X)? S? je nestrannym konzistentnim odhadem rozptylu,
vybérovy rozptyl " -
Sp=1L15" (Xi—X)? 52 je konzistentnim odhadem rozptylu, S2 = X2 — X
vybérové smérodatna S— VS, S, = 5T Pro nahodny vybér z N(u, 0?) jsou odhady X, S* navic nejlepsi, pro
odchylka - ’ L ndhodny vybér z A(w) je X nejlepsi také.
Intervalové odhady parametri normdalniho rozdéleni. Nechf Xi,. .., X,, je ndhodny vybér z N(u,02) a a € (0,1) je

dané &fslo. Symboly ¢, (n), x2(n) znacf a-kvantily Studentova t(n) a Pearsonova x?(n) rozdélen{ s n stupni volnosti.

100(1 — )% interval spolehlivosti

parametr
pravostranny oboustranny levostranny

1% — o — o — o — o

(o7 ndmy) (Xm0 (R-weg T rung 72) (F-me Foom)
I - S - 5 - s - s

(0® neznamy) (*OO,X+t1—a(n*1)'%> <X*t1—%(n*1)'ﬁ7X+t17%("*1)'ﬁ> <X*t1—a(n*1)'%700)
- <0 M> (n—-1)-82 (n—1)- 8 (n-1)-8%

(4 neznémy) A m -1 X s — 1) G- 1) o= 1)

Intervalovy odhad parametru alternativniho rozdéleni. Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér z rozdéleni A(rm)

a a € (0,1) dané ¢&fslo. Oznacme p = X bodovy odhad parametru 7.

parametr 100(1 — a)% interval spolehlivosti pro n > 30

pravostranny oboustranny levostranny

T <0,p+u1a- p'(lnp)> <pul_g-\/w,p+u1_g~\/w> <pma- p'(lnp),l>

Testy statistickych hypotéz

Jednovybérové testy hypotéz o parametrech.

Tabulka 1: Testy hypotéz o parametrech normalniho rozdéleni na hladiné vyznamnosti .

Test Ho proti H Testové kritérium Kriticky obor
nulové hypotéza T— X —ro Vn Wi = (700’ 7U1*%) v (ul,%,oo)
Ho: p=upo Z o W2 = (u1-q, 00)
pro o2 znamé o
alternativa W3 = (—00, —u1-a)
Hai o 1l x ( ) ( )
_ Wi=|(—-00,—t1i_a(n—1))U(t;_a(n—1),00
Ha: p>po T:M.\/ﬁ ! 1-5 ) 1-5( )
Hz: p<po S Wa = (t1—a(n — 1), 00)

pro o2 neznamé

W3 = (=00, —t1—a(n — 1))

nulova hypotéza

Hp : 02 =2
0 _ (n—1)-52 W1:<0,X23(n71)>u<X%73(n71),oo)
alternativa T= P I ) 2 2
H: o2 # 0'3 0, 3 Wy = (X1_a(”— 1),00)
Hs : 02> 0(2) pro p nezname W = <07 Xa (n _ 1))
Hs : o2 < o‘%

Tabulka 2: Test hypotézy o parametru 7 alternativniho rozdéleni na hladiné vyznamnosti o Statistika p = X znaéf nestranny
odhad parametru.

Test Hg proti H Testové kritérium Kriticky obor
nulova hypotéza
Hp : ™= T
Wy = <—oo,—u1,%> U (ul,%,oo)
alternativa T—__ P7T0 | vn
Hl . - 7& 70 /71_0 . (1 — 71_0) W2 = (Ul—a7 OO)
Hs : ™ > T W3 = (*007 *Ul—a)
Hs : ™ < T
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Dvouviybérové testy hypotéz o parametrech.

Tabulka 3: Test shody rozptylii dvou normélnich rozdéleni na hladiné vyznamnosti . Statistiky S2, Sg znac¢i nestranné
odhady rozptyla ptislusnych ndhodnych vybéru.

Test Ho proti H Testové kritérium Kriticky obor

nulova hypotéza

Ho: o2= 05

52 Wi = (O,F%(nx—l,ny—l)) u (Fl_%(nx—l,ny—l),oo)
alternativa _ Pz
H, - Jg#a; F= 52 W2 = (Fi—a(ne — 1,ny — 1), 00)

Hy: o2>0
Hs : o2 <o

x

;3 W3 = <O,Fa(nz_1vny_1))

Y

Tabulka 4: Test shody stiednich hodnot dvou normalnich rozdéleni na hladiné vyznamnosti a. Statistiky S2, Sg , S2 znagf
nestranné odhady rozptylu prislusnych ndhodnych vybéru.

Test Hg proti H Testové kritérium Kriticky obor

pro o2 = o2 : Wi = (—oo7 —tl,%(l/)) U (tl,%(u),oo>
_ Wa = (t1—a(v), 00
I G Y AT 2 = (t1-a(v),o0)
S Vnetny Ws = (=00, ~t1-a(¥))
- ('nw71)Sft+(ny71)52 V=ng+ Ny — 2
kde S = \/ P — v
nulova hypotéza pro o2 # 0'5 : Wi = (foo7 7t1_%(u)> u (tl_%(u), oo)
Ho : =
0 Ha = Hy X_v Wa = (t1—a(v), o)
alternativa T= = 5 W3 = (=00, —t1-a(V))
Hi:  pe # py Y 2
Ng Ny 52 S2
Ho:o pa > py ‘ (ﬁﬂﬁ)
Hs: z ~
31 Mo <hy ey ()
ng—1 (%) tay=1 |\ wy
x x v Y
pro zavislé vybéry:
) Wi = (—oo,—tl_%(n—l)) U (tl_%(n—l),oo)
= Wa = (t1-a(n — 1),0)
d

Ws = (—OO, —tl_a(n — 1))

Tabulka 5: Test shody parametrt 7, 7, dvou alternativnich rozdéleni na hladiné vyznamnosti «. Statistiky p, = X, Dy = Y
znaci nestranné odhady parametra prislusnych ndhodnych vybéri.

Test Hg proti H Testové kritérium Kriticky obor

nulova hypotéza

Ho: mo=my
BV T G IO
alternativa U= a ) a ) W ( )
Pa-(1—p py-(1—p = (U1—q, 0
H; : T 757|'y \/ T o z) 4 Py o Y 2 l—a
Hs : Ty > Ty W3 = (—00, —u1—a)
Hs : Ty < Ty

Pearsoniv x? test dobré shody. Hy: X ~ F(x;0) proti H: X + F(x;0) pro libovolné 8 = (6, ..
Testova statistika

,0n) € 0.

Podminky pouzitelnosti:

— (ni —npi)® .
T_;TNX (k=m=1) (i) m-p; > 1 pro viechny tiidy,

(ii) n-p; > 5 pro 80 % tiid.
kriticky obor W = (x3_,(k —m — 1), 00).
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