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Pravděpodobnost

Klasická pravděpodobnost. Pravděpodobnost P (A) jevu A v konečném základńım prostoru Ω = {ω1, . . . , ωn} je
P (A) = m

n , kde m je počet elementárńıch jev̊u př́ıznivých jevu A.

Některé vlastnosti axiomatické pravděpodobnosti:
(i) 0 ≤ P (A) ≤ 1,

(ii) P (Ω) = 1, P (∅) = 0,

(iii) pro neslučitelné jevy A1, A2, . . . plat́ı

P (A1 ∪ · · · ∪An) = P (A1) + · · ·+ P (An),

(iv) P (A) = 1− P (A),

(v) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B),

(vi) P (A) ≤ P (B) pro A ⊆ B,

(vii) P (B −A) = P (B)− P (A) pro A ⊆ B,

Podmı́něná pravděpodobnost. Pravděpodobnost jevu A za podmı́nky, že nastal jev B, je P (A|B) = P (A∩B)
P (B) , pokud

P (B) ̸= 0.

Pravděpodobnost pr̊uniku. Plat́ı P (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩Am) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 ∩A2) . . . P (Am|A1 ∩ · · · ∩Am−1).

Nezávislost náhodných jev̊u. Náhodné jevy A1, . . . , Am jsou vzájemně nezávislé, pokud plat́ı

P (Ai ∩Aj) = P (Ai)P (Aj), pro i ̸= j, (párově nezávislé)

P (Ai ∩Aj ∩Ak) = P (Ai)P (Aj)P (Ak), pro i ̸= j, j ̸= k,
...

P (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩Am) = P (A1)P (A2) . . . P (Am).

Úplná pravděpodobnost. Pokud B1, . . . , Bn je úplný systém neslučitelných jev̊u a P (Bi) ̸= 0 pro všechna i = 1, . . . , n,
pak pro libovolný jev A plat́ı

P (A) =

n∑
i=1

P (Bi)P (A|Bi).

Bayes̊uv vzorec. Pokud B1, . . . , Bn je úplný systém neslučitelných jev̊u, P (Bi) ̸= 0 pro všechna i = 1, . . . , n a P (A) > 0,
pak

P (Bi|A) =
P (Bi)P (A|Bi)

n∑
j=1

P (Bj)P (A|Bj)

Náhodné veličiny

Funkčńı charakteristiky.

Distribučńı
funkce F (x) = P (X ≤ x).

0 ≤ F (x) ≤ 1,
F je neklesaj́ıćı a zprava spojitá,
limx→∞ F (x) = 1, limx→−∞ F (x) = 0,
P (a < X ≤ b) = F (b)− F (a),
P (X = a) = F (a)− limx→a− F (x).

Pravděpodobnostńı
funkce p(x) = P (X = x).

∑
x∈M p(x) = 1,

F (x) =
∑

t≤x,t∈M p(t).

Hustota
pravděpodobnosti f(x) : F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt.

∫∞
−∞ f(x) dx = 1,

f(x) = F ′(x),

P (a ≤ X ≤ b) =
∫ b

a
f(x) dx.

Čı́selné charakteristiky.

Středńı
hodnota E(X) =


∑
M

x · p(x), pro X diskrétńı,

∞∫
−∞

x · f(x) dx, pro X spojitou.

E(X ± Y ) = E(X)± E(Y ),
E(a+ bX) = a+ b · E(X),
E(X · Y ) = E(X) · E(Y ) pro X,Y nezávislé.

Rozptyl a směrodatná
odchylka

D(X) = E
[
(X − E(X))2

]
,

σ(X) =
√
D(X).

D(X) ≥ 0,
D(a+ bX) = b2 ·D(X),
D(X) = E(X2)− E2(X),
D(X + Y ) = D(X) + D(Y ) pro X,Y nezávislé.

α-kvantil xα

(spojité náh. vel.) F (xα) = α pro F (x) rostoućı, př́ıpadně

xα∫
−∞

f(x) dx = α.
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Vybraná rozděleńı pravděpodobnosti

Binomické rozděleńı. X ∼ Bi(n, π), n ∈ N, 0 < π < 1

p(x) =

(
n

x

)
πx(1− π)n−x, x = 0, 1, . . . , n.

E(X) = nπ,
D(X) = nπ(1− π),
(n+ 1)π − 1 ≤ Mod(X) ≤ (n+ 1)π.

Aproximace:
(a) Pro n > 30 a π < 1

10 lze použ́ıt Bi(n, π) ≈ Po(nπ).

(b) Pro nπ(1− π) > 9 lze použ́ıt Bi(n, π) ≈ N(nπ, nπ(1− π)).

Hypergeometrické rozděleńı. X ∼ Hg(N,M,n), N,M, n ∈ N

p(x) =

(
M
x

)(
N−M
n−x

)(
N
n

) , max{0, n−N+M} ≤ x ≤ min{n,M}, x ∈ N0.

E(X) = nπ, kde π = M
N ,

D(X) = nπ(1− π)N−n
N−1 ,

a− 1 ≤ Mod(X) ≤ a, kde a = (M+1)(n+1)
N+2 .

Poissonovo rozděleńı. X ∼ Po(λ), λ > 0

p(x) =
λx

x!
e−λ, x = 0, 1, 2, . . . .

E(X) = D(X) = λ,
λ− 1 ≤ Mod(X) ≤ λ.

Rovnoměrné spojité rozděleńı. X ∼ Ro(a, b), a < b, a, b ∈ R

f(x) =
1

b− a
, a ≤ x ≤ b.

F (x) =


0, x < a,
x−a
b−a , a ≤ x < b,

1, x ≥ b.

E(X) = x0.5 = a+b
2 ,

D(X) = (b−a)2

12 ,
Mod(X) = ⟨a, b⟩.

Normálńı rozděleńı. X ∼ N(µ, σ2), µ ∈ R, σ2 > 0

f(x) =
1

σ
√
2π

· exp
(
−1

2

(x− µ)2

σ2

)
, x ∈ R.

E(X) = x0.5 = Mod(X) = µ,
D(X) = σ2.

Plat́ı:

F (x) = Φ

(
x− µ

σ

)
,

Φ(−x) = 1− Φ(x),

f(x) =
1

σ
φ

(
x− µ

σ

)
,

φ(−x) = φ(x)

Dvourozměrný diskrétńı náhodný vektor

Diskrétńı vektor X = (X,Y ) s oborem hodnot M = MX ×MY ⊆ R2 je popsán pravděpodobnostńı funkćı p(x, y), pro kterou
plat́ı p(x, y) ≥ 0, p(x, y) > 0 na M a dále ∑

MX

∑
MY

p(x, y) = 1.

Marginálńı pravděpodobnostńı funkce náhodných veličin X a Y se dostanou

X : pX(x) =
∑

y∈MY

p(x, y),

Y : pY (y) =
∑

x∈MX

p(x, y).

Náhodné veličiny X,Y jsou stochasticky nezávislé, pokud plat́ı pX(x) · pY (y) = p(x, y) pro všechna (x, y) ∈ R2.

Kovariance
C(X,Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))],

C(X,X) = D(X),
C(X,Y ) = E(XY )− E(X) · E(Y ),
D(aX + bY ) = a2 D(X) + b2 D(Y ) + 2abC(X,Y ),
C(X,Y ) = 0 pro X,Y stochasticky nezávislé.

Korelačńı
koeficient

ρ(X,Y ) =
C(X,Y )√

D(X)
√

D(Y )
,

−1 ≤ ρ(X,Y ) ≤ 1,
ρ(X,X) = 1,
ρ(X,Y ) = ±1 ⇒ X,Y jsou lineárně závislé,
ρ(X,Y ) = 0 pro X,Y stochasticky nezávislé.
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Bodové a intervalové odhady parametr̊u normálńıho a alternativńıho rozděleńı

výběrový pr̊uměr X = 1
n

∑n
i=1 Xi, X je nestranným konzistentńım odhadem středńı hodnoty,

výběrový rozptyl
S2 = 1

n−1

∑n
i=1(Xi −X)2 S2 je nestranným konzistentńım odhadem rozptylu,

S2
n = 1

n

∑n
i=1(Xi −X)2 S2

n je konzistentńım odhadem rozptylu, S2
n = X2 −X

2
.

výběrová směrodatná
odchylka

S =
√
S2, Sn =

√
S2
n.

Pro náhodný výběr z N(µ, σ2) jsou odhady X,S2 nav́ıc nejlepš́ı, pro
náhodný výběr z A(π) je X nejlepš́ı také.

Intervalové odhady parametr̊u normálńıho rozděleńı. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z N(µ, σ2) a α ∈ (0, 1) je
dané č́ıslo. Symboly tα(n), χ

2
α(n) znač́ı α-kvantily Studentova t(n) a Pearsonova χ2(n) rozděleńı s n stupni volnosti.

parametr
100(1−α)% interval spolehlivosti

pravostranný oboustranný levostranný

µ
(σ2 známý)

(
−∞, X + u1−α ·

σ
√
n

〉 〈
X − u1−α

2
·

σ
√
n
,X + u1−α

2
·

σ
√
n

〉 〈
X − u1−α ·

σ
√
n
,∞

)
µ

(σ2 neznámý)

(
−∞, X + t1−α(n− 1) ·

S
√
n

〉 〈
X − t1−α

2
(n− 1) ·

S
√
n
,X + t1−α

2
(n− 1) ·

S
√
n

〉 〈
X − t1−α(n− 1) ·

S
√
n
,∞

)
σ2

(µ neznámý)

〈
0,

(n− 1) · S2

χ2
α(n− 1)

〉 〈
(n− 1) · S2

χ2
1−α

2
(n− 1)

,
(n− 1) · S2

χ2
α
2
(n− 1)

〉 〈
(n− 1) · S2

χ2
1−α(n− 1)

,∞
)

Intervalový odhad parametru alternativńıho rozděleńı. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı A(π)
a α ∈ (0, 1) dané č́ıslo. Označme p = X bodový odhad parametru π.

parametr
100(1−α)% interval spolehlivosti pro n > 30

pravostranný oboustranný levostranný

π
〈
0, p+ u1−α ·

√
p · (1− p)

n

〉 〈
p− u1−α

2
·
√

p · (1− p)

n
, p+ u1−α

2
·
√

p · (1− p)

n

〉 〈
p− u1−α ·

√
p · (1− p)

n
, 1

〉

Testy statistických hypotéz

Jednovýběrové testy hypotéz o parametrech.

Tabulka 1: Testy hypotéz o parametrech normálńıho rozděleńı na hladině významnosti α.

Test H0 proti H Testové kritérium Kritický obor

nulová hypotéza
H0 : µ = µ0

alternativa
H1 : µ ̸= µ0

H2 : µ > µ0

H3 : µ < µ0

T =
X − µ0

σ
·
√
n

pro σ2 známé

W1 =
(
−∞,−u1−α

2

)
∪
(
u1−α

2
,∞

)
W2 = (u1−α,∞)

W3 = (−∞,−u1−α)

T =
X − µ0

S
·
√
n

pro σ2 neznámé

W1 =
(
−∞,−t1−α

2
(n− 1)

)
∪
(
t1−α

2
(n− 1),∞

)
W2 = (t1−α(n− 1),∞)

W3 = (−∞,−t1−α(n− 1))

nulová hypotéza
H0 : σ2 = σ2

0

alternativa
H1 : σ2 ̸= σ2

0
H2 : σ2 > σ2

0
H3 : σ2 < σ2

0

T =
(n− 1) · S2

σ2
0

pro µ neznámé

W1 =
〈
0, χ2

α
2
(n− 1)

)
∪
(
χ2
1−α

2
(n− 1),∞

)
W2 =

(
χ2
1−α(n− 1),∞

)
W3 =

〈
0, χ2

α(n− 1)
)

Tabulka 2: Test hypotézy o parametru π alternativńıho rozděleńı na hladině významnosti α. Statistika p = X znač́ı nestranný
odhad parametru.

Test H0 proti H Testové kritérium Kritický obor

nulová hypotéza
H0 : π = π0

alternativa
H1 : π ̸= π0

H2 : π > π0

H3 : π < π0

T =
p− π0√

π0 · (1− π0)
·
√
n

W1 =
(
−∞,−u1−α

2

)
∪
(
u1−α

2
,∞

)
W2 = (u1−α,∞)

W3 = (−∞,−u1−α)
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Dvouvýběrové testy hypotéz o parametrech.

Tabulka 3: Test shody rozptyl̊u dvou normálńıch rozděleńı na hladině významnosti α. Statistiky S2
x, S

2
y znač́ı nestranné

odhady rozptyl̊u př́ıslušných náhodných výběr̊u.

Test H0 proti H Testové kritérium Kritický obor

nulová hypotéza
H0 : σ2

x = σ2
y

alternativa
H1 : σ2

x ̸= σ2
y

H2 : σ2
x > σ2

y

H3 : σ2
x < σ2

y

F =
S2
x

S2
y

W1 = ⟨0, Fα
2
(nx − 1, ny − 1)

)
∪
(
F1−α

2
(nx − 1, ny − 1),∞

)
W2 = (F1−α(nx − 1, ny − 1),∞)

W3 = ⟨0, Fα(nx − 1, ny − 1))

Tabulka 4: Test shody středńıch hodnot dvou normálńıch rozděleńı na hladině významnosti α. Statistiky S2
x, S

2
y , S

2
d znač́ı

nestranné odhady rozptyl̊u př́ıslušných náhodných výběr̊u.

Test H0 proti H Testové kritérium Kritický obor

nulová hypotéza
H0 : µx = µy

alternativa
H1 : µx ̸= µy

H2 : µx > µy

H3 : µx < µy

pro σ2
x = σ2

y :

T =
X − Y

S

√
nx · ny

nx + ny
,

kde S =

√
(nx−1)S2

x+(ny−1)S2
y

nx+ny−2

W1 =
(
−∞,−t1−α

2
(ν)

)
∪
(
t1−α

2
(ν),∞

)
W2 = (t1−α(ν),∞)

W3 = (−∞,−t1−α(ν))

ν = nx + ny − 2

pro σ2
x ̸= σ2

y :

T =
X − Y√
S2
x

nx
+

S2
y

ny

W1 =
(
−∞,−t1−α

2
(ν)

)
∪
(
t1−α

2
(ν),∞

)
W2 = (t1−α(ν),∞)

W3 = (−∞,−t1−α(ν))

ν ≈

(
S2
x

nx
+

S2
y

ny

)2

1
nx−1

(
S2
x

nx

)2
+ 1

ny−1

(
S2
y

ny

)2

pro závislé výběry:

T =
D√
S2
d

·
√
n

kde Di = Xi − Yi

W1 =
(
−∞,−t1−α

2
(n− 1)

)
∪
(
t1−α

2
(n− 1),∞

)
W2 = (t1−α(n− 1),∞)

W3 = (−∞,−t1−α(n− 1))

Tabulka 5: Test shody parametr̊u πx, πy dvou alternativńıch rozděleńı na hladině významnosti α. Statistiky px = X, py = Y
znač́ı nestranné odhady parametr̊u př́ıslušných náhodných výběr̊u.

Test H0 proti H Testové kritérium Kritický obor

nulová hypotéza
H0 : πx = πy

alternativa
H1 : πx ̸= πy

H2 : πx > πy

H3 : πx < πy

U =
px − py√

px·(1−px)
nx

+
py·(1−py)

ny

W1 =
(
−∞,−u1−α

2

)
∪
(
u1−α

2
,∞

)
W2 = (u1−α,∞)

W3 = (−∞,−u1−α)

Pearson̊uv χ2 test dobré shody. H0 : X ∼ F (x; θ̂) proti H : X ̸∼ F (x;θ) pro libovolné θ = (θ1, . . . , θm) ∈ Θ.

Testová statistika

T =

k∑
i=1

(ni − npi)
2

npi

·∼ χ2(k −m− 1),

kritický obor W = (χ2
1−α(k −m− 1),∞).

Podmı́nky použitelnosti:

(i) n · pi ≥ 1 pro všechny tř́ıdy,

(ii) n · pi ≥ 5 pro 80 % tř́ıd.
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