NUMERICKE METODY
Josef Dalik

1 Zdroje chyb

Pri feSeni daného technického problému numerickymi metodami jde zpravidla o
zjisténi nékterych kvantitativnich charakteristik daného procesu probihajiciho v
prirodé nebo v nékterém technickém systému. Muze jit napriklad o tok kapaliny,
chemickou reakci nebo o deformaci télesa.

a) Matematicky model ulohy je exaktni matematicky popis podstatnych vztahi,
které dany proces urcuji. Je tvofen naptiklad okrajovou diferencidlni tlo-
hou, soustavou rovnic nebo integralem.

b) Diskretizace modelu dlohy (Numerickd iloha) musi poskytnout pfesné vy-
mezeni kone¢ného souboru vstupnich dat, koneéného souboru vystupnich
dat a algoritmu, ktery k danym vstupnim dattm pfifadi jedind vystupni
data.

Definice. Necht % je hledana pfesnd veliina a x jeji aproximace. Pak

e =% —x
se nazyva (absolutni) chyba aprorimace a £(x) s vlastnosti
lea| < ()

se nazyvd odhad chyby. PiSeme & = x + £(z) a tento vyraz nazyvame neiplné

¢islo. Zlomek B

se nazyva relativni chyba aprozimace a 6(x),

€x
. < é(x)
se nazyva odhad relativni chyby.
Definice. Je-li
a) Z pfesné feSeni daného technického problému a

x presné feseni matematického modelu,

pak e, se nazyva chyba matematického modelu.

b) & presné FeSeni matematického modelu a



x presné TesSeni diskretizace,

pak e, se nazyva chyba aprozimace (chyba numerické metody).

c) & presné FeSeni diskretizace a
x skutecné vypoctend aproximace feseni,

pak e, se nazyva zaokrouhlovaci chyba.

d) Z presné Teseni daného technického problému a
x skutecné vypoctena aproximace Tesenti,

pak je e, v jistém smyslu souctem chyb vsech vyse uvedenych typt.

2 Startovaci metody pro jednu rovnici s jednou
realnou neznamou

Pro dany interval I v R a pro realnou funkci f na I najdéte feSeni rovnice
f(@) =o. (1)
Cislo x se nazyvéa koren rovnice (1).
Piiklad 1. Uréete piiblizné vSechny kofeny rovnice
f(z) =10sinz —z—5=0
z intervalu (0, ).

Predstavu o poctu a priblizny odhad hodnot kofeni poskytne tato grafickd
metoda:
f(z) =0<= 10sinx =x+5

a z grafického znazornéni lze odhadnout, Ze rovnice ma dva kofeny x; = 0.5 a
o = 2.4. Presnéjsi informaci poskytne tato zkouska:

X f(x)
0.5 | -0.7057
0.7 | 0.7422
2.4 | -0.6454
2.2 | 0.8850

Fakt, Ze hodnoty funkce f v bodech 0.5 a 0.7 maji opacnd znaménka tika, ze
koten z; lezi v intervalu (0.5,0.7) a zbyvajici dva fadky vedou k zavéru, ze koren
xo lezi v intervalu (2.2,2.4). V této tivaze bylo vyuzito této zakladni vlastnosti
funkci spojitych na uzavieném intervalu:

Véta 1. Jestlize f € C{a,b) a plati-li f(a)- f(b) < 0, pak v otevieném
intervalu (a,b) lezi alesponi jeden kofen rovnice f(z) = 0.



Na opakovaném pouziti Véty 1 jsou zalozeny dvé nize uvedené metody A),
B). Jsou pouzitelné za pfedpokladu, ze je dén interval (ag, bo) tak, ze

f € Clao,bo) a f(ao) - f(bo) <O.
Spocivaji v tom, ze se konstruuje posloupnost intervala
(ao,bo) D) ((ll,bl) D...D (an,bn) D...

tak, aby f(ay) - f(bn) < 0 pro n = 1,2,... Podinterval (a,,b,) se v intervalu
(an-1,bn—1) najde takto: Vybere se bod s, € (an—1,bn—1). Protoze f(an—_1) -
f(bp—1) <0, plati préavé jedna z podminek

flan—1) - f(sn) <0... polozime a,, = an—1, b, = s,
f(sn) - f(bn—1) <0... polozime a,, = s,,, b, = bp_1
f(sn) =0... vypocet skondi.

Metody A), B) se lisi zptisobem vypoctu bodu s, a kritériem pro ukonceni.

A)Metoda ptleni intevalu

Ap—1 + bnfl
2

a pro predem dané malé kladné ¢islo € vypocet skonéi, jakmile |a,, — b, | < .

Sp =

Pro metodu ptleni intervalu lze velmi snadno posoudit rychlost konvergence.
Na zacatku vypoctu splituje kofen x rovnice podminku

bo —
xzslido d(): ()20,0
a po n krocich je
bn_ n bo — d
T =8pp1Edn, dp= 2(1 =...= 02n+?07 dn:%

Tedy v kazdém kroku se odhad chyby zmensi dvakrat.

Priklad 2. Kolik krokt metody puleni intervalu je tieba k tomu, aby se
odhad chyby zmensil desetkrat?

Protoze po n krocich se odhad chyby zmensi 2" krat, hledame nejmensi
hodnotu n tak, aby 10 < 2". Protoze 10 = 233, je pro zmenseni chyby desetkrat
tfeba provést ¢tyti kroky metody piileni intervalu.

P¥iklad 3. Kolik kroktt metody A) poskytne koten z! z prikladu 1 s chybou
mensi nez 10737

1€(0,5,0,7) =2 =0,6+0,1 a dy=0,1



Hledame tedy n tak, aby

1
Oz’n <107°«=2">100<=n>7

Je tedy nutno provést alespon 7 krokt metody pileni. Doporuceny zptisob za-
znamu vypoctu je ilustrovan v této tabulce:

n Ap—1 f(an—l) bn—l f(bn—l) Sn f(sn)
1 05 - 0,7 T 0,6 +

2 105 - 0,6 + 0,55 -

3 1055 - 0,6 + 0,575 -

4 | 0575 § 0,6 + 0,5875 .

5 | 0,5875 - 0,6 + 0,59375 +

6 | 0,5875 - 0,59375 | + 0,590625 -

7 | 0,590625 | - 0,59375 | + 0,5921875 | -

8 | 0,5921875 | - 0,59375 | + 0,59296875 | -

Tedy ! = 0,59296875 &= 103, piesnéji 2! = 0, 59296875 - 0.00078125.

B)Metoda regula falsi

Novy bod s, je prusecik osy = s pfimkou, spojujici body [an—1, f(an—1)], [bn-1, f(bn-1)],
tj.
bnfl —OGp—1

Sp = Gp_1 — f(anfl)f(bn_l) — f(an—1)’

Kriterium pro ukondéeni: Zvoli se 6 > 0 a vypocet skonéi, jakmile |f(s,)| < 4.

Piiklad 4. Najdéte kofen rovnice
10sinx —x—5=0
na intervalu (0,5,0,7) s toleranci 6 = 0,0002.

n Ap—1 bnfl f(anfl) f(bnfl> Sn f(Sn)

1 105 0,7 -0,705745 | 0,742177 | 0,597484 | 0,028156
2 105 0,597484 | -0,705745 | 0,028156 | 0,5973744 | 0,000938
3 105 | 0593744 | -0,705745 | 0,000938 | 0,593619 | 0,000031

Tedy z! = 0,59361957.

3 Princip metody postupnych aproximaci (Prin-
cip itera¢nich metod)

Priklad 1. UvaZme rovnici

e ¥ —2x=0.



Jeji ekvivalentni vyjadfeni e~® = 2x ma tu vyhodu, Ze grafy funkci e™* a 2z
jsou dobfe znamé. Z jejich schematického znazornéni lze usoudit, Ze rovnice ma
jediné feseni & a T = 0, 303.

Reseni dané rovnice iteraci:

a) z = —In(2x): b) z = te
1 _
20 =0.303 x,41=—1n(2z,) 20 =0.303 2,1 = ¢ Tn
n| x,
n Ty 0 | 0,303
0 | 0,303 1| 0,369
1] 0,501 2 | 0,346
2 | -0,002 . .
3 _ : .
6 | 0,352
7 10,352

Definice. Necht X # () a F : X — X. Prvek x € X se nazyva pevny bod
zobrazeni F, kdyz = = F(x).

Metoda postupnych aproximaci hleda pevny bod zobrazeni F' tak, Ze se xg
zvoli a pro n = 0,1,... se postupné poc¢itd x,11 = F(x,). Pfedpokladejme, Ze
lim,, o x, = x. Pak, je-li zobrazeni F' spojité, plati

z= lim z,4; = lim F(z,)=F(lim z,)= F(x).

n—oo n—0oo

Definice. Necht X # 0 a ke kazdym prvkiim z,y € X je pfifazeno realné
¢islo d(x,y) tak, ze

D1 d(z,y) >0, dr,y) =0 z=y
D2 d(z,y) = d(y, x)
D3 d(z,y) < d(z,2) +d(2,y)

Pak X se nazyva metricky prostor, prvky z X se nazyvaji body a funkce d
metrika (vzddlenost) v X.

Definice. Necht (z,)22; je posloupnost bodi v metrickém prostoru X a

x € X. Polozime

z= lim z,,
n—oo

jestlize d(zn,x) — 0 pro n — oo [ke kazdému & > 0 existuje ng > 0:
d(xy, ) < € pro v8echna n > ng).



Kazda posloupnost, ktera ma v X limitu, se nazyva konvergentni.

Véta 1. Posloupnost bod metrického prostoru mtze mit nejvyse jednu
limitu.

Definice. Posloupnost (z,)22 ; bod metrického prostoru X se nazjva cau-
chyovskd, jestlize
d(xg,x)) — 0 pro k,l — oo

[ke kazdému & > 0 existuje ng > 0 tak, ze

d(xp, Tnyp) < e pro vechna n > ng,p >0

Véta 2. Kazda konvergentni posloupnost v metrickém prostoru je cauchy-
ovska.

Obecné neni pravda, ze kazda cauchyovska posloupnost je konvergentni.

Definice. Metricky prostor X se nazyva uping, je-li kazda cauchyovska po-
sloupnost v X konvergentni.

ULOHA. Budte X metricky prostor a F' : X — X. Hleddme z € X spliujici

x = F(z).

Definice. Necht X je metricky prostor, F : X — X a0 < a < 1. Zobrazeni
F' se nazyva kontrakce v X s koeficientem «, jestlize

d(F(x),F(y)) < ad(z,y) pro vSechna z,y € X.

Véta 3. (Véta o kontrakci, Banachova véta o pevném bodu) Necht X je
uplny metricky prostor, F' kontrakce v X s koeficientem «, x¢g € X je libovolny
bod a (z,)52; je pFislusna posloupnost postupnych aproximaci. Pak plati

V X existuje jediny pevny bod & zobrazeni F'.

Tvrzeni véty 3

a) zodpovida otazku existence a jednoznaénosti feseni ULOHY,



b) popisuje postup piiblizného feseni ULOHY,
c) tika, ze x, je tim blize k &, ¢im

— blize k % je xg,

— mensi je koeficient «,

— vétsi je index n
d) je prakticky pouzitelny odhad chyby.

Diikaz véty 3. 1. JEDNOZNACNOST: Piedpokladejme, ze u = F(u) a v =
F(v). Pak uzitim D1 dostaneme

d(u,v) =d(F(u), F(v)) < ad(u,v) = (1—-a)d(u,v) <0=
d(u,v) <0 =d(u,v) =0 = wu=wv

2. d(zn, Tpy1) < a™d(xg,x1):

d(Tp, Tnt1) = d(F(2n-1), F(2,)) < ad(zn—1,2n)
< an(xn_g,xn_l) < ... <a"d(xg,x1).

3. d(zp, Tpyp) < % d(zg,x1) pro viechna p > 0: Uzitim D3 a 2 lze ukazat

d(zn, xn+p) < d(Tn, Tng1) Fd(Tpg1, Tog2) Fo.F d(xn-&-p—l’ zn-&-p)
< (a4t o™ d (2, 1)
an
< a"(1+a+a?+..)d(zy,z1) = 1_ad(x0,x1).

4. EXISTENCE: Protoze podle 3 plati 0 < d(zp, Tp4p) < % d(zo,x1), d(zn, Tntp) —
0 pro n — o0 a p > 0 libovolné. Tedy posloupnost (z,,)52, je cauchyovska.
Protoze metricky prostor X je tuplny, je tato posloupnost konvergentni a tedy
existuje & = lim,_ o . Vime jiz, Ze potom & je Fesenim ULOHY.

5. d(xn, &) < a™d(x, £):

d(xn, &) = d(F(zp-1), F(2)) < ad(zp-1,2) < ... < a"d(x0,)

6. d(zn, 1) < 2= d(zg,21): Podle D3 a 3 plati

e’

n

d(zy, &) < d(Tn, Tntp) + A@ntp, T) — 1a d(xg,x1) pro p— oo.

Priklady metrickych prostort:

1. By = (R,d) d(z,y)= |z -y

2. By = (R%,dy)  do(z,y) = /(z1 — 1) + (22 — y2)?




3. En=(R".da) da(z,y) = /(x1 — 1) + ... + (20 — yn)?
4. (Rn7 dOO) dOO(x7y) = maxXi<i<n ‘xi - yz‘

3. (Rn7 dl) dl(.’L', y) = Z?:l |CL‘1 - yl|

6. (Cla,b),dsc) doo(f,9) = maxa<o<p |f(z) — g(2)|

7. (Clab),ds)  da(f.9) = /1 (F(@) — 9(a))? da

Priklad 8. Metricky prostor (X, d), kde X = (0,1) a d(z,y) = |x — y| neni
uplny:

Posloupnost (%)20:1 v X neni konvergentni, ale je cauchyovska:

1 1
lim — =0 = (> je konvergentni v E;
n

n—oo N

1 1
— () je cauchyovskd v F; — () je cauchyovska v X.
n n

Pritom tato posloupnost nemé v X limitu.

Poznamka. Metricky prostor (F1,d) je Gplny a prostory ({(a,b), d) jsou uplné
pro vSechny uzaviené intervaly (a,b). Prostory E,,n > 1, (R",ds) a (R",d;)
jsou tplné. Prostor (C{a,b),d) je Gplny, ale prostor (C(a,b),ds) neni tplny.

4 Iterac¢ni metody reSeni jedné rovnice pro jednu
realnou neznamou

Metoda prosté iterace

Hiledme ze€Il: f(xz)=0, (2)
kde I je libovolny interval v R.
Rovnice f(x) = 0 se pfevede na ekvivalentni tvar
z = F(z), (3)

xo € I se zvoli a x,41 = F(x,) pron = 0,1,... vytvoFi itera¢ni posloupnost,
jejiz limita je FeSenim tlohy (2).

Véta 1. Necht [ je uzavieny interval v R a F' : [ — I zobrazeni s vlastnosti
|F'(x)] < a < 1 pro v8echna z € I. Pak F je kontrakce v Gplném metrickém
prostoru I s koeficientem c.



Dukaz. Staci ovétit, ze d(F(x), F(y)) < ad(z,y), tj. |F(z) — F(y)| < alz—y|
pro vSechna x,y € I: Podle Lagrangeovy véty o pfiristku funkce plati

F(z) = F(y) = F'(§)(z — y)
pro vhodny bod € mezi x,y € I. Pak ziejmé £ € I a tedy

|F(z) = F(y)l = [F'(€)l |z — y| < alz —yl.

Dusledek. Jsou-li splnény predpoklady Véty 1, pak pro feseni tlohy (3) plati
vsechna tvrzeni Véty o kontrakeci.

P¥iklad 1. Uréete vSechny kofeny rovnice f(x) = e 2% +x — 3 = 0 na éty¥i
desetinnéd mista.

Grafickd metoda:

fz)=0+= e =~z +3.

Schematické znazornéni graféi funkci e=2* a —x + 3 ilustruje skutecnost, Ze

rovnice méa pravé dva kofeny z(1) = —1 a 2(2) = 2, 8. Za tcelem FeSeni rovnice
iteraci pfevedeme pivodni rovnici f(xz) = 0 na tvar (3). a) f(z) =0 & z =
3 — e % = Fy(x). Protoze

1
|F{(z)] =2 <1 2> 51112 =0, 3466,

uZijeme této ekvivalentni formulace pro aproximaci kofene z(2). Polozime zq =
2,8 apron=0,1,... budeme postupné pocitat

Tpt1 =3 — e~ 2n
Viz tabulku nize.
n | T,
0 |28
1 | 2,9963
2 | 2,9975
3 12,9975

b) f(z) =0 <=z =—0,5In(3 — z) = Fy(x). Protoze

|Fy(z)] = <1< x<2,5,

2(3 — )
Ize této formulace uzit pro aproximaci kofene z(!) podle piedpisu zop = —1 a

Tpt1 = —0,51n(3 — z,)



pron =0,1,.... Viz tabulku.

S
8
3

1
10,6931
10,6532
-0,6478
-0,6471
-0,6470
-0,6469
-0,6469

N O Uk W= O

Newtonova metoda

Pfedpokliddejme, Ze aproximace x,, leZi blizko kofene Z rovnice (2). Pak

0= J8) = fe) + I (@n) @~ a0) + L0 @ (@

Predpoklddejme, ze f'(x,) # 0 a vydélme (3) f/(z,). Osamostatnénim & vznikne
. f(zn) . (3

&=, — ) — K(& —x,)? pro K = 5 (2) (5)

V (4) zanedbame posledni ¢len a & nahradime hodnotou ;1. Vznikne tento
predpis Newtonovy metody :

Tn4+1 = Tn — f/($ )
n

(6)

Priklad 2.

flx)=e* 4+2-3=0, fl(x)=1—2e"2
e % 4 g, —3

T pro n=0,1,...

To = 713 Tp+l = T —

Ln

-1

-0,7540
-0,6589650106
-0,6471103830
-0,6469449337
-0,6469449022
-0,6469449022

O UL W~ O3
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Poznamka. Odeétenim (5) od (4) vznikne
& — znr1| = |K|(@ — 20)?, 1) Jensa| < |K]len]®
O metodé pileni intervalu vime, ze pro odhad e, chyby e, = & — s; plati
Ent1 < §En
a pro metodu prosté iterace plati
lens1] < afen],

kde « je koeficient kontrakce.

Definice. Rekneme, 7e itera¢ni metoda je ¥adu r, jestlize odhady chyb spl-
nuji nerovnost
En+1 S 052

pro vSechna n a pro C' nezavislé na n.

Tedy Newtonova metoda je fadu 2 a metoda puleni intervalu i metoda prosté
iterace jsou radu 1. Metoda regula falsi je rovnéz fadu 1.

5 Vektorové prostory

Libovolny vektor £ € R™ budeme povazovat za sloupcovy a budeme jej podrob-
néji znacit

Ln

Vzhledem k dobfe zndmym vlastnostem nulového vektoru ¢ a operaci s¢itani
vektorti a nasobeni vektort redlnymi ¢isly lze vytvaret linedrni kombinace vek-
torti.

Definice. Pro libovolna &isla ¢y, ca, . . ., ¢ € R a vektory z1,#2,...,2% € R
se vyraz
=1 =2 —k
C1T + X + ...+ X

1 22
5o

nazyva linedrni kombinace vektortt z%, 72, ..., 2% s koeficienty ci, ca, . . ., ck.

1 22

Definice. Mnozinu vsech linedrnich kombinaci vektora ', 7#2,...,7* bu-

deme znadit
21 2 —k
L(Z,x=,...,27).
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* se nazyvaji linedrné nezdvislé, jestlize plati

2T
(7)

Definice. Vektory #!, 2
-1 -2 -
1T + x4+ ...+ X

jen tehdy, kdyz ¢ = co = ... = ¢, = 0.
., Ck, ne véechna rovna nule, spliiujici (7), pak se vektory

Existuji-li ¢1, ca, . .
* nazgvaji linedrné zdvislé.

L%, .., %
., - 1| 4 -2 . PR R
Priklad 1. Vektory ¥, = g [»T2=| _, |Jsou linearné zavislé:
1 2 c1 — 2¢ . c1—2c2=0
ax CT” = =0<+= < c1 = 2co.
e [201402] 201 — ey = 0 LT
. 1 . -2 | . c (g
Vektory ¥ = 9 |+ %2 = o | Jsou linearné nezavislé:
1 2 C1 — 262 - C1 — 262 =0
1T + e’ = =0+ <=1 =0=co.
! 2 { 2¢1 } 2¢; =0 ! 2
Véta 1. Vektory %, 22, ..., 2% jsou linearné zéavislé pravé kdyz je jeden z
nich linearni kombinaci ostatnich.
Dikaz. ', 22, ..., 2" linedrné zavislé <= existuji ¢y, ca, ..., i, ne viechna
rovna nule tak, ze c17! + ... + cx@* = & (necht napiiklad ¢; # 0) <= 7! =

g2 gk
c1

C1
Definice. Neprazdnd mnozina V' C R se nazyva vektorovy prostor, jestlize

2eViae R = aZ¥eV
ZeVyeV = I+ygeV.

P¥iklad 2. Mnozina L£(Z!,#2,...,%*) je vektorovy prostor pro libovolné

vektory &', &2, ..., ",

Ditikaz cviceni.
.., @" 7 vektorového prostoru V' tvoii bazi ve V,

Definice. Vektory #!, 22, . ke

jestlize plati
,..., @ jsou linearné nezavislé

a) 71,2
b) Z1,#2,..., %", ¥ jsou linedrné zavislé pro viechna 7 € V.

Dimenze vektorového prostoru je pocet vektori v jeho libovolné bazi.
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Definice. Podmnozina W vektorového prostoru V' se nazyva podprostor ve
V, je-li W vektorovy prostor.

Pozndmka. Libovolnou matici A typu (n, k) lze povazovat za vektor s n - k
slozkami. Jsou-li A, B matice téhoZ typu a a € R, pak

aA = (aaij) a A + B = (aij + b”)
Tedy mnozina vsech matic téhoz typu je vektorovy prostor.

horni trojihelnikova
dolni trojuhelnikova

Definice. Ctvercova matice A se nazjva . (1. , kdyz
diagonélni
symetricka
a;; =0 pro vSechna 7> j
T Sech < J . S
aij =0 pro viechna @ < j . Symbol diag(ai1,ass,...,a,,) znaél diago-

a;; =0 pro vSechna i #j
ai; = aj; pro vsechna i,j
nalni matici A.

hornich trojihelnikovych
dolnich trojuhelnikovych
diagonalnich
symetrickych
tvori vektorovy prostor. Je to podprostor v prostoru vsech matic fadu n.

Priklad 3. Mmnozina vSech matic Ffadu n

Definice. Jednotkovou matici E a nulovou matici O 1ze definovat predpisem

E = diag(1,1,...,1) a O =diag(0,0,...,0).

Definice. Ctvercova matice A se nazyva requldrni, kdyz detA # 0. Jinak se
A nazyva singuldrni.

Definice. Jsou-li matice A typu (m,n) a matice B typu (n, k), pak matice
C = A- B je typu (m, k) a pro jeji prvky plati ¢;; = a;1b1; + ... + ainbn; pro
vSechna 4,5 =1,...,n.

Poznéamka. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati A+ O = A a AE =
EA = A. Pro libovolny vektor Z plati EX = 7.

Véta 2.

a) Ke kazdé regularni matici A existuje jedind matice A~! tak, ze A A~ =
A~' A = FE. Pak se matice A~! nazyva inverzni k matici A.

b) Jsou-li A, B reguldrni matice téhoz fddu, pak AB je regularni a plati

(AB)™' =B71A™%
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Definice. Matici A typu (m,n) lze povazovat za soubor vektort @, ...,a"

z R™ (sloupcovych vektortt A) a znacit A = [@*,...,a"]. Dimenze vektorového

prostoru L£(a@,...,a") se nazyva hodnost matice A a znaci se h(A).

6 Normy matic a vektort

Definice. Piedpis, ktery k libovolné matici A pfifadi redlné ¢islo || Al se
nazyva norma matic, plati-li

N1 [[A|>0a|A|=0<= A=0
N2 [laAll = [of[|A]

N3 [[A+ B[ < [|Al + | B]

N4 [[A- Bl < [|A]l - [|B]|

Véta 1. Kazdy predpis, ktery k libovolné matici A typu (m, n) pfifadi ¢islo
a) [|[All, = maxi<i<m 37 lagl,
b) [|Alls = maxi<j<n 3217 lagjl,

0) [[Alle = /3, S5 layl?

je norma. Tyto predpisy se postupné nazyvaji radkovd, sloupcovd a euklidovskd
norma.

Pozndmka. Libovolny vektor & € R™ je matice typu (n,1). Kazdé zobrazeni
x+— ||z|| z R™ do R s vlastnostmi N1, N2, N3 se nazjva norma vektord. Podle
Véty 1 jsou predpisy

n
17 = max |zl |7]s = 2 |zil, ([ Z]le =
iz

normy vektord.
Véta 2. Necht A je fadu n a & € R™. Pak pro @ =, s, e plati
1AZ]lq < [[AllolZ]le-
Tato nerovnost se nazyva podminka konzistence.
Definice. Skalarni soucin vektori &,y € R™ je ¢islo

(Z,9) =3 §= 2101 + ... + TpYn.

Véta 3. Skalarni soucéin ma vlastnosti
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S3 (a,¥) = a(y, )
S4 (2, 9+ 2) = (Z,9) + (&, 2)
a plati
(@7) = |o]2,  1#9)] < ||l - Iyl (Cauchyova nerovnost)

Dikaz Cauchyovy nerovnosti: Pro vSechna realna cisla A plati
0 < (@+MT+N)=(77)+2\7,§ ,
= AF9)° - 4F (0,9 <0 (7,9)° < (Z,7)(7,9)
= @] <=zl llylle
7 Finitni metody reseni systému linearnich al-
gebraickych rovnic

AZ=1b (8)
Predpoklad: Matice A je regularni (a tedy i ¢tvercova).

Poznamka. Uloha (8) mé jediné feseni #. Numericky vypodet poskytne vidy
jen aproximaci Z vektoru &. Numerické metody Feseni tlohy (8) jsou v podstaté
dvojiho typu:

a) finitni (pfimé), které (teoreticky) pfesnym provedenim ptfedepsaného ko-
necného poctu operaci poskytnou presné reseni Z.

b) iteracni.

Gaussova elimina¢ni metoda (GEM)

je zaloZzena na tom, Ze feSeni soustavy (9), v niz uy; # 0 proi=1,...,n, je
velmi rychlé.

U121 + U122 + ... F UL, = di
()
Up—1n—1Tn—1 T Un—1nTn = dn—l
UnnTn = dn

15



Pozndmka. Lze snadno ovéfit, ze pocet operaci nasobeni a déleni (i s¢iténi
a od¢itani) pfi feseni tohoto systému n rovnic s horni trojihelnikovou matici je

M)

priblizné =-.
GEM maé dvé ¢asti:

1. Pfimy chod. Pfevedeni dané soustavy na soustavu s horni trojuhelnikovou
matici opakovanim ekvivalentni ipravy ” pri¢teni nasobku jedné rovnice k
rovnici jiné”.

2. Zpétny chod. Reseni soustavy s horni trojihelnikovou matici.

Priiklad 1. Pievedte dany systém rovnic na soustavu s horni trojihelniko-
vou matici.
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1 +4xy + 323 =

1. faze 2x1 +5x0+4x3 = 4 Mmooy = —2
Tr1 — 3552 - 21’3 = 5 msz; = -1
xg —2x3 = 2
, 7
2. faze - 71‘2 - 51’3 = 4 mzo = 73
2

=

Vysledny systém rovnic s horni trojihelnikovou matici tvoii pravé rovnice, v
nichz jsou koeficienty v ramecku.

Poznédmka. Pocet nasobeni a déleni i pocet s¢itani a od¢itani v pfimém chodu
3

GEM je az na nasobky nizsich mocnin roven “5-.

Definice. Hlavni prvek (k-té fize) je prvek, ktery je ve jmenovateli multipli-

katori z k-té faze a kterym se déli ve zpétném chodu pfi vypoctu xg.

Definice. Nechf A je matice fadu n a k& € {1,2,...,n}. Ozna¢me A®*)
matici, vytvorenou z pruseciki prvnich k fadku a k sloupcti matice A. Tedy

AW = [ay], A® = [ itz } e LA =4

Q21 Q22
Véta 1. Systém rovnic Ax¥ = b je Fesitelny GEM pravé tehdy, kdyz det A®*) £
Oprok=1,...,n.

Priklad 2. NiZe uvedeny systém rovnic feste GEM. Zaokrouhlujte na 4
platné dcislice.

I + T2 + I3 = ].
0.0001 = 1 = ——— = —10000
2+ T3 32 = 70,0001
To+2x3 = 0
—9999x3 = —10000

Tedy 23 = 9 = 1.0001000 = x3 = 1 a odtud plyne

1 0
7= _ 19090900 = 0
100(?0 1

9999

Zdtvodnéni podstatného rozdilu mezi & a = : P¥i vypoctu x3 vznikla zaokrouhlo-
vaci chyba ﬁ. P1i vypoctu x, se tato chyba zvétsila 10000 krat na 190909090. Drivo-
dem tohoto nartstu je fakt, ze hodnota hlavniho prvku druhé faze je 0.0001 < 1.
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GEM s ¢astecnym a Uplnym vybérem hlavnich prvka

A) Césteény vybér: V k-té fazi se za hlavni prvek vybere v absolutni hodnoté
nejvetsi ¢islo z k-tého sloupce, lezici v nebo pod hlavni diagonélou.

B) Uplny vybér: V k-té fazi se za hlavni prvek vybere v absolutni hodnoté
nejvetsi ¢islo s fadkovym i sloupcovym indexem mezi k a n.

7.1 LU-rozklad matice

Definice. Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Dolni trojihelnikova matice L s
jednotkami v hlavni diagonéale a horni trojuhelnikova matice U tvoii LU-rozklad
matice A, jestlize A = LU.

ai1 a2 ais 1
Pf‘iklad 3. Necht’ A= ag1 Q22 Q23 5 M1 = mao1 1
as1 a3z as3 m31 1
1
a My = 1 Pak M A=
mao 1
ail ai2 a3 a11 a(12) a(13)
1 1
Mo1G11 + Q21 M21a12 + G22 M21013 + G23 | = Qg Qg3 a
m31011 +a31  M31012 + a3z M31013 + 433 agg aé?
ai1 a12 a13 ailx a2 @13
(1) (1) @ @)
My(MyA) = gy ays = azy  ay3 | =U.
(1) (1) (1) (1) (2)
M32035 + A3y M32093 A33 a33

Horni trojthelnikovd matice Mo(M1A) = U je vysledkem piimého chodu GEM.
Nésobime-li obé strany této maticové rovnice zleva postupné maticemi My La
M 1 vznikne

A= MM = LU

Lze snadno ovérit, ze

1 1
M =] —ma 1 , Myt = 1
—ma31 1 —m3zz 1
1
atedy My'M;'=| —may 1 =L

—m3; —m32 1

je horni trojuhelnikova matice, takze L, U tvoii LU-rozklad matice A. Je zfejmé,
ze tento rozklad je produktem pfimého chodu GEM. Matice L je sestavena z
multiplikatort pfimého chodu a matice U je vysledkem primého chodu.
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Je zfejmé, Ze stejna tvrzeni plati i pro matice jinych fadu, nez 3.

Priiklad 4. Matice soustavy rovnic z ptikladu 1 mé tento LU-rozklad:

1 4 3 1 1 4 3
2 5 4 |=|21 : -3 2

7 1
1 -3 -2 171 -1

Véta 2. Necht A je matice fadu n spliujici det A £ 0prok =1,. ..
Pak A= LU, kde

1 ai1 ai12 e A1n
(1) (1)
—Mma1 1 A5y ... Qo
L= , U= "
—Mp1 —Mpy ... 1 a%—l)

7.2 Vypocet matice inverzni

Predpokladejme, Ze matice A je regularni fadu n. Je dobfe znamo, Ze matice X
je inverzni k A, kdyz

AX =E. (10)

Oznacime-li matice X, E pomoci sloupcovych vektort, tj. X = [#,...,7"],
E =[e%,...,é"], pak (10) <= (11), kde

A¥ =& pro j=1,...,n, (11)

coZ je soustava n systému rovnic se stejnou matici A. VSechny systémy rovnic
této soustavy lze fesit soucasné.

1 4 3
Priiklad 5. Urcete matici, inverznik A= 1| 2 5 4
1 -3 -2

4 3 1 0 o0

2 5 4 0 1 0

1 -3 -2 0 0 1

-3 -2 -2 1 0

-7 -5 -1 0 1

JTF 1 1

Pouzitim t¥1 zpétnych choda ziskame sloupcové vektory

2 —1 1
= 8 |, #=| -5, #=]| 2 a tedy
—11 7 -3
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Poznamka. Lze ovérit, ze algoritmus vypoctu inverzni matice potiebuje zhruba
n? operaci nasobeni a déleni a zhruba stejnj pocet operaci s¢itani a odé&itani.
7.3 Cislo podminénosti matice

Nyni se budeme zabyvat otdzkou zavislosti chyby feSeni systému rovnic (8), tj.
AZ = b, na chybé vektoru b pravych stran za teoretického predpokladu, Ze pfi
feSeni jsou vSechny aritmetické operace provadény presné. Oznacime

aproximaci presného feSeni b=10+ ¢,

S

Z presné TeSeni soustavy (8)
I presné feSeni soustavy Ax=b T =2+e¢€;

Symbolem || - || bude v nésledujici tivaze znacena libovolna norma matic a s ni
konzistentni norma vektord.

AB+E) = b+é —
AT+ A8, = b+é = podle (8)

Ag, =8 = & =A"lg—
el < AT IEl.

Tato nerovnost a nerovnost ||b]| < || A|| [|Z], ktera je disledkem (8), implikuji
1€z 1ol < [LAIIAT ] e 2]

a odtud po vydéleni obou stran vyrazem ||b|| ||Z|| vznikne nerovnost

[|€x ] _1y €l
= < [JA AT = (12)
1Z]l I

Je ziejmé, Ze leva strana této nerovnosti odpovida relativni chybé vektoru feseni
a prava strana odpovida relativni chybé vektoru pravych stran, vynasobené
koeficientem

condA = [|A[ A7),

ktery se nazyva cislo podminénosti matice A. Je-li ¢islo podminénosti matice A
velké [malé], nazyvé se A dobfe [$patné] podminéna.

Priklad 1. Pro systém rovnic

z1+0,72 = 1,69
0,7xy +0,5x4 1,21
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. _ 1 0,71 5 | 1,69 .o LT o
ozna¢me A = [ 0.7 0.5 }, b= [ 121 ] a poloZzme b = { 12 } Soucasnym
fesenim systémt rovnic A% = b a AT = b 1ze snadno zjistit, ze

.| —0.2 L |1 S| 12
x—{zj] ax—[l] a tedy eI_{l,?]'
50 =70

sooA—1 _
Protoze A=™! = { —70 100

} , plati pro fadkovou normu matic a vektori

leall =1,7, |7l =1, |4l =17, [[A7'| =170, [é =0,01a |p]| =1,7.
Dosazenim té&chto hodnot do nerovnosti (12) vznikne

1,7 0,01
<1701, 77—
1 - LT

takze v tomto pripadé je nerovnost (12) splnéna rovnosti. Piiklad ukazuje, Ze
horni odhad relativni chyby vektoru feeseni v (12) neni zbyteéné pfilis velky.

7.4 Specialni matice soustavy

(A) Pozitivné definitni matice
Definice. Matice A tadu n se nazyva pozitivné definitni, je-li
a) symetrickd a
b) plati-li
n n

VAT = g E a;jriz; >0 pro vSechna & # 0.

i=1 j=1

Véta 3. Symetrickd matice A fadu n je pozitivné definitni pravé kdyz jsou

vS8echny hlavni prvky a1, agé), e 41%_1) z GEM kladné.

Véta 4. Je-li matice A symetricka, pak je symetrickd i matice

ok ok
E+1,k+1 0 Qktin

al)
prok=1,....,n—1.

Dusledek. Je-li v tloze (8) matice A pozitivné definitni, lze (8) fesit GEM a
v pfimém chodu poéitat jen prvky v a nad hlavni diagonalou. Cas i naroky na
operac¢ni pamét se redukuji v podstaté na polovinu.
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Véta 5. Je-li matice A pozitivné definitni, pak existuje jedind horni troja-
helnikova matice U s kladnymi prvky v hlavni diagonale takova, ze A = U "U.

Poznamka. Je-li znama matice U z Véty 5, Ize misto soustavy rovnic AT = b
fesit dvé soustavy U4 = b a potom UZ = ¢/. Algoritmus pro ziskani matice

U1 U2 ... Uin
U292 ... U2np

U =
Unn

je touto modifikaci pfimého chodu GEM:
1. uyy =/air aproj=2,...,n:

Uyj = alj/un

) i—1 .
2.Proi=2,...,n—1iu;=1/a; — > ._jud,aproj=i+1,...,n
i—1
Uij = aij*E Usitsj | [wis
s=1

n—1
3. Unn = \[Gnn — D2,y Uy
Tato metoda se nazyva Choleského metoda nebo odmocninovd metoda a je velmi

populérni. Je ¢asové stejné narocné jako metoda vyuzivajici vét 3, 4.

(B) Pédsové matice

Definice. Matice A fadu n se nazyva pasovd, existuji-li p,q > 0:
j>i+p=a;=0 a 1t>j+q=a; =0 pro ¢,j=1,...,n.
Cislo s = p+ ¢ + 1 se nazyva $i"ka pdsu matice A. Pii LU-rozkladu matice A

se pasovost zachovava.

Poznamka. Dilezitou roli hraji tzv. tridiagondini matice. Jsou to pasové
matice, pro néz p = 1 = q a jejich LU-rozklad ma tvar

a G
by a2 C2
A = =

bnfl Gp—1 Cn-1

i b an

[ 1 (6751 C1

B2 1 Qo Co

= =LU.
ﬁn—l 1 Qp—1 Cp—1
/BTL 1 aﬂ
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Porovnanim prvka matice A a soucinu LU vzniknou tyto rovnice:
a1 =ay a by =pFrar_1, ar = pLPrck_1+ar pro k=2,...,n.
Uzitim téchto rovnic lze spocitat prvky matic L a U timto algoritmem:
Qq 1= Ay,

for k:=2 to ndo

begin

Br = bi/ou_1;
ap = ag — BrCr—1
end;

Systém rovnic AT = d lze pak feSit pomoci dvou zpétnych chodu
ng’:J a potom UZ =7.

Tento algoritmus TeSeni 1ze pomoca fragmentu programu v jazyku Pascal zapsat
takto:

y1 = di;

for k:=2 to ndo
Yk = dk — BrYr—1;
for k:=n—1 downto 1do
T = (Yk — CkTht1)/;
Z uvedenych popist algoritmu je patrné, ze pro feseni systému n rovnic pro n
neznamych s t¥idiagonalni matici je tfeba 5n—5 (pfiblizné 5n) operaci ndsobeni
a déleni a 3n—3 (pfiblizné 3n) operaci s¢itani a od¢itani. Porovnani téchto pocth
3
n

s Cislem %~ vede k zavéru, Ze feSeni systémi rovnic s tridiagondlnimi maticemi

je velmi efektivni.

Definice. Ctvercova matice se nazyva ridkd, je-li vétsina jejich prvki rovna
nule.

8 Vlastni cisla a vlastni vektory matic

Definice. Necht A je matice fddu n. Jestlize pro ¢islo A (obecné komplexni) a
vektor « # o plati
At = )\, (13)

pak se A\ nazyva vlastni ¢islo matice A a vektor u se nazyva vlastni vektor matice
A, ptislugny vlastnimu éislu .
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Pozndmka. Rovnici (13) lze psét ve tvaru

(A= A\E)T = 0, (14)
coz je homogenni soustava n linedrnich rovnic pro n nezndmych. (14) ma nenu-

lové feseni pravé kdyz
det(A — \E) =0. (15)
Tato charakteristickd rovnice matice A je polynomem n-tého stupné v A. Tedy
esistuje pravé n (redlnych ¢ komplexnich, pfipadné nasobnych) vlastnich ¢éisel

A. Pak

0(A) = max{|A|; A je vlastn slo matice A} (16)

se nazyva spektrdlni polomér matice A.

Poznadmka. Je-li znamé vlastni ¢islo A\, pak prislusny vlastni vektor je kazdé
nenulové feseni soustavy (14). Naopak, je-li zndmy vektor «, pak z (13) plyne
@' At = \i" i@ = \||i@|%. Odtud plyne, Ze
' At
)%

Toto vyjadreni vlastniho ¢isla A\ se nazyva Rayleightiv podil.

Véta 1. Jestlize Ad = A\ pro 4 # 0, ¢ # 0 je redlné ¢islo a k = 2,3,.. .,
pak plati

Véta 2. Nechf matice A je symetrickd. Pak

(a) v8echna vlastni ¢isla matice A jsou redlna,

(b) vlastni vektory matice A, pfislusné vzdjemné riznym vlastnim ¢&isléim,
jsou vzajemné kolmé a

(¢) je-li A norma matic, konzistentni s odpovidajici normou vektort, pak
o(A4) < || Al

Dtikaz (b): Necht A # u, 4 je vlastni vektor pfislusny A a ¢ je vlastni vektor
prislusny u. Pak plati Ad = \i a AU = pt’ a odtud plyne

oTAT = Xxo'a |7
AT = 'Y

0AT = X'

a'pv = M0

i ' v T T

@' -7 = 0, mnebo \N#p
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Diikaz (c): Zvolme vlastni éslo A tak, aby |\| = o(A). Pak
[zl = [ Ad]| = [|Aall = [Alll@]] = e(A)]all

1 k

Definice. Soustava vektora u",...,d

i#j = (", @) =0.

se nazyva ortogondlni, kdyz

Poznamka. Kazda ortogonalni soustava vektoru je linedrné nezavisla: Jsou-li

@', ..., " ortogonalni, pak
ai'+... fqdt = & |-
(@ @) + .. (@ at) = (6,4
c(u',a)y = (o,a")
¢ = 0

proi=1,... k.
Véta 3. Ke kazdé symetrické matici A fadu n lze najit ortogonalni soustava

n vlastnich vektorti. Tyto vektory tedy tvoii bazi v R".

8.1 Mocninna metoda

Zakladni varianta této metody najde aproximaci v absolutni hodnoté nejvétsiho
vlastniho ¢isla a prislusného vlastniho vektoru dané matice A fadu n.

PREDPOKLADY:
1. Matice A je symetricka
2. Vlastni éisla matice A lze oéislovat Aj, Aa, ..., A, tak, Ze |A1| > |A2| >
W
Oznadime @' vlastni vektor piislusny vlastnimu &islu \; tak, ze @', ..., d" tvoii
ortogonalni soustavu a ||@*]| =1 proi=1,...,n.

PRINCIP MOCNINNE METODY: Vektor z° se zvoli a postupné se poéitaji
vektory
F=A0, F#=AF, ... F=A4F1
Tedy pro k = 1,2, ... plati ¥ = A*Z0 a protoze vektory @', ..., 4" tvoii bazi v
R"™, existuji koeficienty ¢y, co, ..., cp:

P = it tei®+...+c,i* Pak
=AY = ARG 4 AR .+ e AR

= cl)\]fﬁl + 02/\12"1_52 +...+ cn)\’;ﬁ”
A\ * A )"

= )\’f @t + co 2 W+t [ Z2) @™
)\1 >\1
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Tedy

7= \reyat (17)

pro dostatec¢né velkd k, nebot

k k
A An
<>\j) —>07...,()\1> —0 pro k— 0.

Tedy vektor Z* je, jako néasobek vlastniho vektoru @', aproximaci vlastniho
vektoru, piislusného vlastnimu ¢islu A;. Pak Rayleightiv podil

T A

12511%

Ok

podle poznamky.
7 ptedchozi iivahy je patrné, ze

(A) vektor z° je tfeba volit tak, aby koeficient ¢y byl co nejvétsi. V nejhorsim
pripadé, kdy ¢y = 0, plati

ALt gt

pro k =1,2,..., takze z* /— @'. P¥i praktickém vypoctu sice vlivem zao-
krouhlovacich chyb zpravidla 2 — ', ale konvergence je velmi pomal4.

(B) Z (17) plyne, ze

M| >1 = ||ZF| — o pro k—
M| <1 = |7 —0 pro k—

Tyto implikace naznacuji, ze pii tomto vypoctu pro velké hodnoty k vznika
nebezpeci pfeteceni v prvnim piipadé a podteceni ve druhém pripadé. I
kdyz tyto extrémy nenastanou, vede prace s extrémné velkymi pripadné
extrémné malymi hodnotami ke ztraté presnosti.

Diisledky: Z (A) plyne, Ze vektor z° je tieba zvolit tak, aby jeho smér byl co
nejblize sméru vektoru @'. Nebezpedi signalizované tivahou (B) bude odstranéno
touto tpravou vypocétu: Kazdy nové vypocéteny vektor Z*¥ se normalizuje: Polozi

se
1

12¥]|
KRITERIUM PRO UKONCENTI: Zvoli se € > 0 a vipocet se ukonéi, jakmile

gt =c2* tak, aby 7" =lcl|F|p =1, ti. c=

lox —ox—1]| <e.
ALGORITMUS MOCNINNE METODY:

Necht jsou dany symetrickd matice A, vektor z° a malé kladné &islo e.
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575 2 (normalizace)

2t =AY, o9 = (9°, 7")

2. Prok=1,2,
7= Hz*’“lHEgk (normalizace)

Zet+1 = Agk, O = (,'Jk’gk+l), dokud |O'k — O'k—1| > €.
. — 1
3. Je-li ‘O’k — O'k_l‘ S g, pak Yy = Mg’k+l

Vystup o}, (aproximace \;) a ¢ (aproximace ')

Priklad 1. Aproximujte v absolutni hodnoté nejvétsi vlastni ¢islo matice

—4 1
=[]

a prislugny vlastni vektor. Polozte z° = [-1,0]T a ¢ =0.5-1073.

k[ ot vs 2 2 ok

0 -1 0 -1 0 -4
1| 0,97014 | -0,24254 4 -1 -4,11763
2 |-0,99315 | 0,11684 | 4,12310 | 0,48506 | -4,15016
: -4,15906
-4,16138
-4,16208

6 | -0,98759 | 0,15703 | -4,11060 | 0,65361 | -4,16220
7 1 0,98682 | -0,16182

Tedy A\ = —4,16220 a ' = [0,98682, —0,16182]". Pro srovnani jsou ptesné
hodnoty

Ap = —4,16227766, i = [0,987087, —0, 16018224] .

I z vysledku tohoto ptikladu je patrna znama skutecnost, ze hodnota vlastniho
¢isla je zpravidla aproximovana piresnéji, nez soufadnice pfislusného vlastniho
vektoru.

Poznédmka. Mocninné metody lze pouzit i pro aproximaci v absolutni hod-
noté nejmensiho vlastniho ¢isla a prislusného vlastniho vektoru takto:

Podle Véty 1(d) ma matice A~! vlastni ¢&isla

1 1 1
DLW
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a piislugné vlastni vektory @, @2, ..., u4". Vzhledem k PREDPOKLADU 2 plati
Il <l <o <kl Jestlize | | < [, pak matice A~ spliuje PREDP.

1,2 a aplikace mocninné metody na matici A~! poskytne aproximace o}, = )%

ay=u".
P¥i aplikaci mocninné metody na matici A~! se poéita
ZH =AY pro i=0,1,... (19)
Aby nebylo nutno poéitat matici A1, je misto (19) vhodnéjsi fesit systém rovnic
AZT = pro i=0,1,...
Zde se opakované fesi systémy rovnic s touz matici A. Je vyhodné poprvé najit

LU-rozklad matice A a potom, pro i = 1,2,. .., Fesit tlohu LUZ*! = ¢ pomoci
dvou zpétnych chod.

9 Iteracni metody reSeni systému linearnich al-
gebraickych rovnic

Budeme se opét zabyvat feSenim tlohy (8)

S

Ar =

za predpokladu, ze matice A fadu n je pozitivné definitni, tj. Ze A je symetricka
a I AT > 0 pro viechna ¥ # 0. Ozna¢me & piesné feseni tilohy (8).

Véta 1. Vsechna vlastni ¢isla pozitivné definitni matice A jsou kladna.

Ditkaz. Aii = \ii a @ # 6 => A = TAL >,

%
Umluva. Vlastni &sla matice A oznadime Ai, Ao, ..., \, tak, aby 0 < \; <
Xy < ... < A\, a odpovidajici vlastni vektory @', u?,..., 4" zvolime tak, aby
tvofily ortogondlni soustavu a aby ||@'||g =1 proi=1,2,...,n.

Definice. Polozime 1
J(@) =5 7' AZ - 7'h.

Véta 2. (Hlavni véta) Je-li matice A pozitivné definitni, pak plati tato
tvrzeni (a), (b), (c):

S
.
—
=
S—
A\
=
8
N—
i)
=
o
<
U<
@
aQ
=
=
)
8
Y
>
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1
= 5;314(9? — &) - 5@'1455
1 1
= i*TA(f— B) - 5@~ 2T Az — ~2T Az
1
= 5(5 — ) TA(Z - &) + J(2)
Duikaz (c): Tvrzeni (c) plyne ihned z (b) a z pozitivni definitnosti matice
A.
Definice. Necht A je matice fadu n a p € {1,2,...,n}. Symbolem @, ozna-

¢ime p-ty fadkovy vektor matice A.

Véta 3. Pro libovolnou &tvercovou matici A plati grad.J(Z) = AT — b.

Dtikaz. Lze snadno ovéfit, Zze pro libovolny index p € {1,2,...,n} jsou
vBechny séitance v J(Z), obsahujici symbol z,, pravé
Ly
5%p0pp +xp Z Ap;T; — Tpbp. (20)
J#p
Tedy derivaci J(Z) podle x, vznikne
AppTp + Z ap;T; — by = ApT — bp. (21)
J#p
9.1 Jacobiova metoda
pro danou k-tou aproximaci Z¥ a pro kazdy index p € {1,2,...,n} hled4 novou
hodnotu x’;H jako tu hodnotu y, pro niz vyraz
k k k k k
Jy = J(x], Ty 1, Yy Tpygs e )
nabyva svého minima. Z nutné podminky pro minimum ‘g—; = 0 a ze vztahi
(20), (21) lze snadno odvodit tento vztah pro novou hodnotu zf**:
k+1 1 k
o= — bpram-:cj pro p=1,2,...,n (22)
PP

J#p
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2 -1 0 T 3
Piiklad 1. Systém rovnic | -1 2 -1 To | = 1 feste Ja-
0 -1 2 T3 3
cobiovou metodou.
1 1
k+1 _ L k1L
T = 3 <x2 + 3)
1
xé“ = 3 (x’f + xlg + 1)

1 1
ot = 5 <$§ - 3>

Pribéh vypoctu je zaznamenan v nasledujici tabulce. Vypocet skoncil po 26
krocich, jakmile #%+1 = 7%,

k ¥ o5 ok
0 0 0

0,1667 | 0,5 | -0,1667
0,4167 | 0,5 | 0,0833

N = O

25 | 0,6666 | 0,9999 | 0,3333
26 | 0,6666 | 0,9999 | 0,3333

Tato situace nemusi vzdy nastat. Pro ukoncéeni vypoctu se doporucuje toto
kriterium: Zvoli se ¢islo ¢ > 0 a vypocet se ukonéi, jakmile ||#%+! — #*|| < e.
Zde || - || je nékterd norma vektoru.

Poznadmka. Jacobiova metoda konverguje pro kazdou pocatecni aproximaci
#°, je-li matice A pozitivné definitni.

Maticovy zapis obecného piedpisu (22) pro FeSeni tlohy (8) Jacobiovou me-
todou je

=07 +d, kde

0 _ a1z _ain b1

ail ail ail

__G21 0 a2n o

C _ az2 a22 a J’_ a22
__Qni1 __Qn2 0 n

Ann Ann Ann

Definice. Matice A fadu n se nazyva silné diagondlné dominantni, kdyz

lai;| > Z|aij| pro i=12,...,n.
J#i
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Véta 4. Je-li matice A silné diagonalné dominantni, pak Jacobiova metoda

pro feseni A% = b konverguje pro kazdou pocatecni aproximaci #°.

Ditkaz. AT = b <= & = C¥+ d = FT a plati

IClla = Z lais|
1<z<

|a“|

Pak pro libovolné vektory Z,y € R™ plati
I1FZ — Fijllr = [|C(@ = DlIr < |ClIrIZ - ¥l 5.

Tedy F je kontrakce v R"™ s koeficientem ||C||g < 1. Tedy Jacobiova metoda
konverguje podle Véty o kontrakeci.

9.2 Gaussova-Seidelova metoda

Necht jsou znamy k-t4 iterace #* a z (k+1)-té 1terace soufadnice z8 T, ... x’;ﬂ

Pak hledame p-tou komponentu :c,’j“ vektoru Z¥*! jako tu hodnotu ¥, pro niz
je vyraz

7 k k k k

J;S(y) = J(LL'1+1, s a%ﬂdb ‘errlv e 7xn)
minimélni. Podobné jako v (22) lze uzitim vztahi (20), (21) ukdzat, Ze nutna

podminka %Z = 0 pro minimum .J poskytne hodnotu

x];+1 Z amxk"' Z apjzf (23)

Jj<p Jj>p

Poznamka. Gaussova-Seidelova metoda konverguje pro vSechny nulté apro-
ximace 7V, je-li matice A pozitivné definitni. V téchto piipadech konverguje
rychleji, nez metoda Jacobiova.

Priklad 2. Ulohu z pf.1 feste metodou Gaussovou-Seidelovou.

1 1
xlfH = 3 <x§ + 3>
1
okt = 5 (it + 2k +1)
1 1
k k
x3+1 = 3 <x2+1 _ 3)

Prubéh vypoctu je zaznamenan v nasledujici tabulce. Vypocet skoncil po 15
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krocich, jakmile #5+1 = 7%,

Ea x5 z§
0 0 0

0,1667 | 0,5833 | 0,1250
0,4583 | 0,7917 | 0,2290

N = O

14 | 0,6666 | 1,0000 | 0,3333
15 | 0,6666 | 1,0000 | 0,3333

9.3 Relaxaéni metoda

je definovéna relaci

k+1 _  k w L k+1 Lk
T, _$p+a7 by — E apjT; ' — g Apj T (24)
pp i<p i>p

Poznamka. Pro konvergenci relaxa¢ni metody je nutné, aby w € (0,2). Je-li
w > 1, mluvime o superrelazaci a v pfipadé w < 1 se metoda nazyva subrelazace.
Rychlost konvergence je velmi citlivd na volbu parametru w.

Piiklad 3. Ulohu z pi.1 Feste relaxa¢ni metodou s parametrem w = 1, 2.

, 1 1
et = a2 —ah o+ ek 4 2
2 6
. 1 1 1
1 1
gt = x§+1’2<2m§+1—$§_6>

Pribéh vypoctu je zaznamenan v nasledujici tabulce. Vypocet skonéil po osmi

krocich, jakmile #%+1 = 7%,

0 0 0 0
1 0,2 0,6 -0,2
2

0,52 | 0,672 | 0,2432

0,6667 | 1,0001 | 0,3334
8 | 0,6667 | 1,0001 | 0,3334

-3 ---
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9.4 Metody nejvétsiho spadu, tézkého mice a konjugova-
nych gradientu

Dalsi metody pro minimalizaci vyrazu
N O T X
J(Z) = 3 AZ—Z'b
pro pozitivné definitni matice A vychézi z tohoto principu: Je déna k-ta apro-
ximace Z* a smérovy vektor 7*. Hleda se koeficient o tak, aby pro
fk+1 — fk + Oék’Uk

platilo
J(&* 4+ oF%) < J(@ + at™) pro vechna o € R.

Hodnotu o lze snadno stanovit:

. 1 .
J@)=J(@F+av) = ST+ a?) T A(Z + o) — (Z+ad) b
1 - ~ 1
= 5 AT —ZTb+ o[t AT - TTh) + 5&5145
dJ dJ >
=g (@+an) = T (AZ —b) + ot AT =0
_T . s —
— a::_)}’TA;' pro T=b— AZ.
Polozime tedy
g 0T % _ 7 k
O = T kde 1™ =b— AZ" se nazv reziduum.
9.4.1 Metoda nejvétsiho spadu, gradientni metoda
Zvoli se 7% = — grad J(Z%) = b — A% = 7 podle Véty 3. Je dobfe znamo, ze

tento vektor je kolmy k vrstevnici a urcuje smér nejvétsiho spadu hodnot vyrazu
J(Z). Postup vypoctu:

2 sezvol apro k=1,2,...
T-
FH =g Lo, kde of = =

R

*
A

Poznamka. Pocet krokti metody nejvétsiho spadu odpovida ¢islu condA.
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2 -1 T %
Piiklad 4. | -1 2 -1 T | = 1
-1 2 T3 -3

Jilf l‘é a:’§ ’I“lf T’S T]?f Oék

0 0 0 1/3 1 [-1/3]05

0,1667 | 0,5 |-0,1667 | 0,5 | 0 | 05 | 05
0,4167 | 0,5 | 00833 | 0 | 05 | 0 |05
0,4167 | 0,75 | 0,0833 | 0,25 | 0 | 02505
0,5417 | 0,75 | 0,2083 | 0 | 025| 0 |05
0,5417 | 0,875 | 0,2083

TR W N~ O

9.4.2 Metoda téZkého mice

Pohyb mice po plose v gravitacnim poli neni ve sméru nejvétsiho spadu, ale
zévisi 1 na ”starém sméru”:

Uk _ ,,:»k +ﬁk_117k_1,
1

kde *=1 > 0 je vhodné zvoleny parametr a 7! = 4.

9.4.3 Metoda konjugovanych gradienti

Definice. Necht A je pozitivné definitni matice. Pro libovolné vektory Z, 7
polozime
(.4 =& AF

Véta 1. Predpis (-, )4 je skaldrni soudin v R™.
Dikaz.

S1: (Z,Z)4 > 0 a (F,7)4 = 0 < & = J plyne ihned z definice pozitivné
definitni matice.

S2: (%, )4 = 2T Aj = AT & = §AT = (§,©) A

S3: (Z,aif + 924 = af | Af+ bFT AZ = a(T,§) 4 + b(F, Z) a-

Definice. Vektory Z, i se nazyvaji konjugované, kdyz (Z, )4 = 0.

Metoda konjugovanych gradientti je metoda tézkého mice, v niz je koeficient
3% zvolen tak, aby ¢* a t**! byly konjugované vektory. Tedy algoritmus metody
konjugovanych gradienti lze zapsat takto:

# se zvol apro k=0,1,...

- - ) v s .
FH =71 oF* | kde of = ——=—. Pitom
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“k—1 =k
ko k—1=k—1 k—1 ("1, ™) A _
=7+ 87 a 3" = LD, pro k=1,2,
2 -1 2} 3
Priklad 5. -1 2 -1 To | = 1
1
_]. 2 I3 -3
k xlf mé“ x’§ r{“ rlg r’:,f
0 0 0 0 1/3 1 -1/3
1| 0,1667 0,5 -0,1667 0,5 0 0,5
2 | 0,7052 | 0,8461 | 0,1409 | -0,231 | 0,1539 | 0,231
3

0,6667 1 0,3333

k vf v§ v?’f aF 3F

0 1/3 1 -1/3 0,5 0,4091
1] 0,6364 | 0,4091 | 0,3636 | 0,84 | 0,3447
2 | -0,0652 | 0,2605 | 0,3258 | 0,5907

Poznamka. Je dokdzano, Ze metoda konjugovanych gradientti poskytne presné
feSeni po n krocich (n je ¥4d matice A). Prakticky jsou vSak aproximace do-
stateCné presné po mensim poctu iteraci. Pocet potfebnych krokt odpovida

veondA.

10 ResSeni systému nelinearnich rovnic

Z dtvodu formalni jednoduchosti se omezime jen na systémy dvou nelinedrnich
rovnic pro dvé neznamé. Budeme tedy pracovat v prostoru R? s nékterou z
norem || -||r, ||-||s, |||z Vektor # € R? budeme nazjvat bod a znacit ¥ = (z,y)
misto & = [x1, 23] " . Libovolnou ohrani¢enou, otevienou a souvislou podmnozinu
v R? nazveme oblasti v R?.

ULOHA. Nechf f, g jsou spojité funkce, definované na nékteré oblasti Qg v
R2. Najdéte bod (x,y) € Qo, ktery spliiuje rovnice
fla,y) =0
g(z,y) =0 (25)

Priklad 1. Otéazka existence a poc¢tu Feseni tlohy (25) je velmi slozité. Pro
ilustraci této skute¢nosti se presvédcte, ze systém rovnic

2 —y4+a = 0
—z4+y*+a = 0
ma jediné Teseni pro a = 0,25, dvé feSeni pro a = 0 a ¢tyfi FeSeni pro a = —1.
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10.1 Metoda prosté iterace

spoéiva v pfevedeni systému rovnic (25) na soustavu

y = G(z,y) (26)

ekvivalentni s (25) na nékteré podoblasti Q v Qy. Oznac¢ime-li

F=(zr,y) a F(@)=(F(z,y),G(z,9),

vznikne vektorovy zapis

—

T = F(T),
formalné shodny se zépisem z = F(x), pouZivanym pfi feSeni jedné rovnice

pro jednu neznamou metodou prosté iterace. I v tomto piipadé tedy pocatecéni

aproximaci Z° zvolime a po¢itadme

fk“rl — ﬁ(fk)

7 obecnych uvah z Kap.3 vime, Ze pokud posloupnost postupnych aproximaci
{#*}5° konverguje k bodu Z, je & feSenim tlohy (26) a tedy i fesenim tlohy (25).
Poznamka 1. (Kritérium pro ukonceni) Pouzije se jedno z téchto kritéri:

a) zvoli se ¢ > 0 a vypodet se ukonéi, jakmile ||7*+! — #*|| <

b) zvoli se a § > 0 a vypocet se ukond, jakmile ||F(Z*)| < 6.

Poznamka 2. Funkce I’ a G je t¥eba volit tak, aby norma Jacobiovy matice
OF  OF
J@ = o6 8¢

byla co nejmensi. Lze snadno ovéfit, ze vektorova funkce F:R — R? je
kontrakce na nékteré oblasti Q; C 2, kdyz F zobrazuje 1 do ; a néktera
norma spliiuje podminku maxzcq, ||J(Z)| < 1. Podle Véty o kontrakci je pak
konvergence tim rychlejsi, ¢im mensi toto maximum je.

Piiklad 1. Grafickou metodou urcete pocet kofent systému rovnic

fle,y)=zy—y—-1 = 0
glz,y)=2"—y*—1 = 0

a hrubé odhady jejich hodnot. Metodou prosté iterace urcete jeden z kofenu s
chybou mensi, nez 0,0005.
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Protoze

1
flay)=0=y=——= a glay=0=a==/y>+1.  (27)

1ze schematickym znazornénim grafa téchto funkci zjistit, ze tiloha méa dveé feseni,
jejichz ptiblizné hodnoty jsou

#=(1,7,1,3) a i*=(-1,1,-0,2).

Tedy Jacobiova matice vektorové funkce F = (Vy?+1, ﬁ) je

0 Y
J(f) = [ 1 V y2+1
“wnz 0
a jeji fadkova i sloupcovd norma mé hodnotu ||J(Z)|| = rnax{\/lyzlﬁ7 ﬁ}
y

Protoze || J(Z1)|| = 2,041 a ||J(2?)| = 0,2268, pouzijeme ptedpisu (27) pro
zpFesnéni kofene #2. Pfedpis ma tedy tvar

D = (xo,yo):(—l,l,—O,Z) a

. ] 1
P = @) = (/)2 4 L) o K=0,1,.

Vypoéet se ukonéi, jakmile ||#%+1 — #*||r < 0,0005. Pritbéh vypoctu je zazna-
menan v této tabulce:

? 2

x y
11 0,2
-1,0198 | -0,4762
-1,1076 | -0,4951
-1,1159 | -0,4745
-1,1069 | -0,4726
-1,1061 | -0,4746
-1,1069 | -0,4748
-1,1070 | -0,4746

N O U W N O

10.2 Newtonova metoda (metoda linearizace)
Predpokladejme, ze funkce f, g maji spojité druhé parcidlni derivace a ze
znédme aproximaci #¥ = (2¥,y") blizko presného feseni & = (&,7) tlohy (25).
Aproximujeme-li nulové hodnoty f(Z), g(#) Taylorovym polynomem prvniho
stupné v okoli bodu Z*, vznikne

FE@) + L@@ - 2h) + P (@
(@) + §2(T*) (@ — a¥) + ZL(T*) (5 — y*) =0

o
N—
—
<>

|
<

ol

I
(e}

(28)

Rozdil mezi levou a pravou stranou rovnic v (28) je umérny sou¢iniim
(& —2")%, (2 —2")(G — "), (1 — ¥")*,
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co# jsou za predpokladu, 7e aproximace ©* = (z*,y*) lezi blizko pfesného fe-
Seni & = (&,9), velmi malé hodnoty. Nahradime-li v (28) bod (%,§) bodem

(xF*+1 yk+1) a pozadujeme-li presné splnéni rovnosti (28), vznikne systém rov-
nic
@) { S g ] - { F(@) ] (29)
Y -yt g(@*) |’

coz je jeden krok feSeni tlohy (25) Newtonovou metodou.

Poznamka. V Newtonové metodé se aproximace Z* blizi k pfesnému feseni &
rychle, ale jen tehdy, kdy# je nulta aproximace #° dostateéné blizko k pFesnému
TeSeni 2.

Priklad 2. Aproximaci kofene tlohy z ptikladu 1 zpiesnéte co nejvice
Newtonovou metodou.

Polozime tedy #°=(-1,1070,-0,4746). Pak pro

~ |y xz-1
(@) = { 2z —2y ]
plati
J(@) = —0,4746 —2,1070 [ @) ] _ [ 0,0000178
T | —2,2140 0,9492 g(@®) | — | —0,00020384 |-

FeSenim tohoto pfipadu systému rovnice (28) ziskdme

|

} . Stejnym postupem byly vypocteny i aproximace

" 0,000080658
-0 =

—0,000266161
—1,106919342

~x =1
takze 71 = { —0, 474626616

72 a 7 7 nize uvedené tabulky.
" "
-1,1070 -0,4746
-1,106919342 | -0,474626616

W N = Of .

-1,106919340
-1,106919340

-0,474626618
-0,474626618

11 Funkéni prostory

Definice. Pro libovolné funkce f, g se stejnym defini¢cnim oborem D a pro

a, B € R se funkce

(af +Bg)(x) = af (x) + Bg(x)

nazyva linedarni kombinace funkci f, g s koeficienty «, 0.
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Definice. Funkcni prostor je kazda neprazdnd mnozina funkci F se stejnym
defini¢nim oborem s vlastnosti

fhge F= af+pg€F prowvechna «o,3€ R.

11.1 Priiklady funkénich prostoru

Uvedeme nékolik prikladd funkénich prostori i jejich konstrukei.

Priklad 1. Mnozina C{a,b) vSech funkci spojitych na intervalu (a,b) je
funkéni prostor.

Piiklad 2. C®)(a,b) = {f; £, f',..., f*) € C{a,b)} je funkéni prostor pro
E=1,2,...

Priklad 3. {f € C{(a,b); f(z) > 0 provechna = € {(a,b)} neni funkéni
prostor.

Ziejmé plati
Cla,b) > CV(a,b) > CP(a,b) > ... > C)a,b),

kde

() (a,b) = ﬂ o) (a,b)

k=1

a kazdé dva z téchto prostort jsou vzajemné riazné.

Definice. Je-li F prostor funkei, definovanych na (a,b) (na oblasti ), po-
lozime
Fo={feF;fla)=0=f(b)} (Fo={f¢€F;f(z,y) =0 na hranici Q})
Ovétte, ze Fy je vzdy funkéni prostor.
Definice. Funkce f1,..., fr z funkéniho prostoru F jsou linedrné nezdvisle,
jestlize
afi+...+cexfr=o0

jen tehdy, kdyz ¢; = ¢co = ... = ¢ = 0. Kazdd maximalni linedrné nezavisla
mnozina funkci v F se nazyva bdze prostoru F.

Véta 1. Funkce @o(z) = 1, o1(x) = 2, ..., pp(x) = 2"71, definované na
intervalu (a,b) jsou linedrné nezavislé pro kazdé n > 0.

Definice. Ozna¢ime ¥;(x) = (z — a)(z — b)p;(z) pro i = 0,1,... a pro
v8echna z € (a, b).

Véta 2. Funkce ¥g, 1, ...,1, jsou linedrné nezavislé pro vsechna n > 0.
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Poznadmka. Lze snadno ovérit, ze libovolna soustava polynomt vzajemné
riznych stupi je linedrné nezavisla.

Poznédmka. Funkce ¢g, 1, ..., ¢n lezi ve vSech prostorech F z priklada 1-3
a funkce g, Y1, ..., ¥, lezi ve vSech prostorech Fy z prikladd 1-3.

Tedy ani prostory F z Piikladd 1-3, ani prostory F, z Prikladti 1-3 nemaji
konec¢nou dimenzi. Rikdme, 7e jejich dimenze je nekonecéna.

Definice. Pro libovolné funkce f1, fo, ..., fn s tymz defini¢nim oborem ozna-
¢ime L(f1,..., fn) mnozinu vSech linedrnich kombinaci funkei fi, fa, ..., fn-
Véta 3. L(f1,..., fn) je funkéni prostor. Jsou-li f1, fo, ..., fn navic linedrné

nezavislé, pak fi, fa, ..., fn tvoil bazi v prostoru L(f1,..., fn)-

Definice. Polozime

PO = L(1),
Pt = L(1,z),
P = L(1,z,...,2") a
o0
P = P
n=0
Definice. Vzajemné rizna realnd ¢isla se nazyvaji uzly. Uzly xg, x1, ..., T

se nazyvaji ekvidistantni, existuje-li kladné ¢islo h krok tak, ze x; = x¢ + ih pro
i=1,2,...,n.

Priklad 5. (Prostor linedrnich splajntl) Budte a = 29 < 21 < ... <z, =
ekvidistantni uzly s krokem h. Ozna¢ime S'(a,b,h) mnozinu vSech funkci
spliiujicich tyto podminky (a), (b):

(a) ¢ € Cla,b),
(b)  je linedrni na (x;_1,2;) proi=1,...,n.
Ziejmé plati

(c) Libovolna funkce f € S*(a,b,h) je jednoznaéné uréena hodnotami f; =
f(z;) proi=0,...,n.

Tedy pro i =0,...,n pfedpis
wi(xz;) =1 a wi(x;) =0 provechna j#i
urcuje funkci w; jednoznacné.

Dokazte, ze plati
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1. Funkece f = cowg + 1wy + ... + cpw, ma v uzlech hodnoty f(z;) = ¢; pro
1 =0,1,...,n

2. cowg+cawr+...+cw, =0=—=cg=c1=...=¢, =0

3. f € SYa,b,h) = f = f(zo)wo + f(z1)wr + ... + f(zn)w, a tedy
St(a,b,h) = L(wo, w1, ..., w,),

takze funkce wo, w1, . . .,w, tvoii bazi v prostoru S*(a, b, h).

11.2 Normy a skalarni souéin funkci
feCla,b) = |fl € Cla,b) = existuje |flc = max |f(z)]
Pritazeni f —— |f|c z C{a,b) do R ma vlastnosti
NI |flc > 0a|flo =0 f=o
N2 |aflc = |al|flc
N3 [f +gle < |fle +lglc,

takze | - |c je morma na funkénim prostoru C({a,b). Nazyva se cebysevovskd
norma.

b
f € Cla,b) = existuje konen / f2(z) da.
Pak

b
1]l = / Pwa

mé vlastnosti N1-N3, takze i || - || je norma na prostoru C(a,b). Nazyva se
euklidovskd norma.

Definice. Pro f,g € C{a,b) polozme

b
(fvg):/ f(z) g(z)dzx.

Véta 1. Pfifazeni (-, ) ma vlastnosti S1-S4 z odstavce 6, takZe je to skaldrni
soufin na C{a, b). Navic zfejmé plati

IfI? = (f.f) provechna f € C{a,b).
Piedpisy dc(f,9) = |f — glc a de(f,g) = ||f — gl| definuji metriky na C(a,b).

Véta 2. Metricky prostor (C(a, b), d¢) je Gplng, ale metricky prostor (C(a, b), dg)
neni uplny.
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Skutec¢nost, ze prostor (C(a,b),dr) neni plny, 1ze snadno ukdzat ovéfenim,
ze posloupnost (f,,)3°, kde

falx) =< nx pro z € (-

je cauchyovskd v (C{a,b),dg), ale neni v tomto prostoru konvergentni.
Definice. Symbolem Ly(a,b) ozna¢ime mnozinu vSech funkci f, pro néz

Lebesguetv integral
b
| @i

existuje a ma kone¢nou hodnotu.

Poznamka. Pojem Lebesgueova integralu se prakticky nelisi od znamého
pojmu Riemannova integralu. Existuje-li Riemanniv integral, pak existuje i
Legesguetiv integral a maji stejnou hodnotu.

Definujeme-li v mnoziné funkci Ls(a,d) rovnost pfedpisem

f=g kdy / (f(z) - g(x)) dz =0,

Véta 3. (La(a,b),dg) je nejmensi Gplny metricky prostor s vlastnosti
Ls(a,b) 2 Cla,b), || - || je normou v La(a,b) a (-, -) je skaldrni soudin v Ls(a,b).

12 Interpolace a aproximace funkce

ULOHA LAGRANGEOVY INTERPOLACE: Jsou dany uzly zg,x1,...,%, a
hodnoty f; = f(x;) proi=0,1,...,n. Najdéte ”jednoduchou” funkei ¢, spliiu-
jici

o(x;))=fi pro i=0,1,...,n. (30)

Funkce ¢ se nazyva interpolant funkce f v uzlech xg,x1,..., 2y
12.1 Interpolac¢ni polynomy

Véta 1. Necht je ddano n + 1 uzld zg, 21, ..., z, a hodnoty f; = f(x;) funkce f
proi=0,1,...,n. Pak v P" existuje jediny interpolant P(x) funkce f v uzlech
Loy L1y-e-3Ln.

Dukaz. Kazdy polynom P(z) € P™ lze zapsat ve tvaru P(z) = ag + a1z +
...+ ana™. Podminky (30):

P(x))=f; pro i=0,1,...,n
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lze zapsat ve tvaru

1 o g ao fo
1 2y ... af ay f1

I (31)
1z ... a an, fn

Determinant matice V' tohoto systému rovnic se nazyva Vandermondtv a mé
hodnotu
detV = H (x; — xj).
0<j<i<n
Tedy det V' # 0, nebot x; # x; pro vSechna ¢ # j a to znamend, ze tloha mé
jediné Feseni.

Definice. Polynom P(z) z Véty 1 se nazjva interpolaéni polynom funkce f
v uzlech zg,x1,...,x,.

KONSTRUKCE:

I. Interpolant v zakladnim tvaru: V P™ se zvoli baze o9 =1, p1 = x, ...,
On = 2"~ ! a koeficienty ag,a1,...,a, vzniknou feSenim systému rovnic
(31).

II. Interpolant v Newtonové tvaru: V P" se zvoli baze ¢g = 1, ¢1 = (z — x9),
w2 =(x—x0)(®—21)y ..., o = (@ —20)(x —21) ... (T — 2y—1). Polynom

P)=ay+a1(z —xzp)+ ...+ an(x —x0)(x —21) ... (T — 2p_1)

splituje podminky (30) pravé kdyz

a = fo
ap+ (r1 —x0)ar = fi
= (32
ag + (zp, —x0)ar + ...+ (xn —x0) ... (Tp — Tn—1)an = fa

Protoze matice systému rovic (32) je dolni trojuhelnikova, je jeho feSeni
podstatné efektivnéjsi, nez v ptipadé (31). Navic lze toto Feseni popsat
uzitim rekurze takto: Ziejmé

_ _fi—Jo
ap=fo a a;="——.
1 — Zo
Obecnéji lze ukazat, ze
a; = flxo,x1,...,2;] pro i=1,2,...,n,
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kde
fiv1 — fi

f[$i79€i+1] = ——— pro 1=0,...,n—1

LTit1 — Ly
Tit1, Tiao| — flxi, x; .
flzi, iv1, wipa] = flwis, @ivo] = flwi, Tia] pro i=0,...,n—2
Tit2 — T4

f[mla"'axn] - f[$07...,1'n_1]

TQyeoo, T = .

f[ 0 n] L, — oo
Tyto vyrazy se postupné nazyvaji pomerné diference 1.,2.,. .., n-tého fadu.

Tedy interpolant v Newtonové tvaru je polynom

P(z) = fo+ flxo,z1](x — x0) + flxo, z1, 22](x — x0)(x —21) + ...
+ flzo,z1, .. xn)(x —xo) (@ — 1) .. (T — Tp—1) (33)

Piiklad 1. Urcete Newtonuv interpola¢ni polynom funkce f v uzlech z
tabulky

i | x| fi | fleewia] | flo @i, zige] | flvo, 71, 20, 23]
0-11] 3 -1 0 1

10 2 -1 4

2 1 1 11

31 3 1|23

Tedy P(z) =3 — (2 + 1) + (z + )z(z - 1).

Poznamka. Konstrukce interpola¢niho polynomu v Newtonoveé tvaru je efek-
tivni (v podstaté spoéiva v feseni systému rovnic s trojuhelnikovou matici oproti
konstrukci I, kde je feSen systém stejného poctu rovnic s plnou matici) a za-
roven lze se ziskanym tvarem efektivné pracovat podobné jako s polynomem v
zakladnim tvaru. Pfiklad 2 ukazuje, ze napfiklad algoritmus vypoctu hodnoty
polynomu v Newtonové tvaru je v podstaté stejné efektivni (provadi stejny po-
et operaci nasobeni) jako optimalné rychly algoritmus Hornerova schematu pro
polynomy v zdkladnim tvaru.

Priklad 2. Vypocet hodnoty polynomu ve tvaru (33) zobecnénym Horne-
rovym schematem.

b= fn;
for i:=n—1 downto 0 do

p=px* (@ —x:) + fis
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Véta 2. Necht f € C("*1){(a,b) a P € P" je interpolant funkce f v uzlech
a=2x9<z <...<a,=> Pakkekazdému x € (a,b) existuje £ € (a,bd) tak,

ze (nt1)
LGRIG!

kde w(z) = (x — xo)(x — x1) ... (x — zp).

Poznamka. Polynom w(z) mé pro x blizko a nebo b podstatné vétsi hodnoty,
neZ blizko stfedu intervalu (a,b). V pfipadé, ze délka intervalu (a,b) je vétsi
nebo uzld interpolace je vétsi pocet a jsou rozmistény rovnomérné, je chyba
aproximace pobliz hranice intervalu (a,b) extrémné velkd. Tento nedostatek
(toto omezeni pouzitelnosti) interpola¢niho polynomu se nazyva Rungeho jev.
12.2 Interpola¢ni kubické splajny
Pro intervaly vétsi délky je pouziti interpola¢niho polynomu

nizkého stupné ptilis nepiesné a
vyssich stupiid nevhodné vzhledem k Rungeho jevu.

Proto se (a,b) rozdéluje na nékolik (kratkych) podintervalt a na kazdém se
konstruuje obecné jiny interpola¢ni polynom nizkého stupné. Vysledny interpo-
lant je ”po Castech” polynom. Jde o to, aby takto vytvoreny interpolant byl co
nejhladsi, tj. aby mél co nejvice spojitych derivaci.

Poznamka. Interpolacni linearni splajn.

Definice. Necht a = g < z1 < ... < x, = b. Kubicky splajn s uzly
Zo, ..., Tn je kazdd funkce g(x) s témito vlastnostmi (a), (b):

(a) Na (z;—1,x;) je g(z) = g;(x) polynom stupné nejvyse tfetiho a

(b> g({E) € C<2)<a‘7 b>a tj- g, gl7 g// jSOll SpOjité na <a'7 b>

Poznamka. Podminka (b) je zfejmé ekvivalentni s podminkou
9i(xi) = gi1(z:)
gi(x:) = giy1 () proi=1,...,n—1

gi (xi) = g1 (2:)

ULOHA. Nechf a =g <21 < ...<x,=ba f; = f(z;) proi=0,1,...,n.
Hledame kubicky splajn g(x) s uzly zo,...,z, tak, aby

glx;)=f; pro i=0,1,...,n. (34)

Pak se g nazyva interpolacni kubicky splajn funkce f v uzlech xg, ..., xy.
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Poznédmka. Ukazeme, Ze jestlize se navic pozaduje
g9"(a) =0=g"(b), (35)
pak mé tloha jediné feSeni.
Definice. Kubické splajny, splitujici podminku (35), se nazyvaji pfirozené.

ODVOZENI KONSTRUKCE INTERPOLACNIHO KUBICKEHO
SPLAJNU: Podle definice je pro kazdy kubicky splajn ¢ druhd derivace g”’ spo-

jitd na (a,b) a na (xx_1,xk) linedrni pro k = 1,...,n. Tedy existuji koeficienty
mo = g{(z0), - .., mp = g (z,) tak, Ze plati
T — X r — Tp—
gi(x) = myy +my - (36)
hi Py

kde hy =z —xk_1 prok=1,...,n.

Funkei (36) integrujme dvakrat vzhledem k proménné z:

(v, —2)3 (v —xp_1)3 T — X T — Tp_1
=my_ A B )
gr(@) = mp_1 o T e AR B

Hodnoty integra¢nich konstant A a By ur¢ime tak, aby byly splnény podminky
interpolace (34), ¢imz bude zaroveni zajisténa spojitost splajnu g:

h2 h2
gk(xk):mkﬁ"‘Bk:fk = Bk:fk_mkgk
h? h2
g (Th—1) = mkﬂfk +Ay=fre1 = Ap = fio1— mkflgk
a tedy
(z — 2)° (z —zp-1)®
= B 37
gr(x) Mp—1 ohn + my, o (37)
hi Ty — X hi T— Tp_1
+ <fk—1 mk—16> I +{ fx *mkf he

Zbyva zvolit hodnoty koeficientd my, . .., m,, tak, aby byla spojita i prvni deri-
vace ¢':

ge(x) = —mi_1 (xk2hkx)2 +my, (z 221;—1)2 n Jr *hlfk—l
_ ey,
glwr) = _mkflfk—i—mk%-}f’“_hi:k*l
Grpr(e) = —mx hkg+1 — M1 hkﬁﬂ + ka}rL;; Jr
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Odtud a z podminky g; (7x) = g}, (zx) plyne rovnice

D, hi + hiy1 hiyr  frorr—fr fo— frea
Mme_1— +Mp———— +m = — 38
=16 S M1 Biit hu, (38)
prok=1,...,n—1amg=0=m, plyne z (35).
Oznacime-li
~ hi+ho ho
my fo ha hz-?-h3 hs
= T = cA= 02
My, | fn  har haitha
6 3
r1 _1_ 1 1
h1 h1 1 ha ! : 1
R R R R
a H — 2 2. 3 3 ,
1 11 1
L hn—l hn—l hn hn
pak je maticovy zépis systému rovnic (38):
Am=Hf (39)

KONSTRUKCE INTERPOLACNIHO KUBICKEHO SPLAJNU:
1. Vypocet hy,..., hy.
2. Sestaveni matic A a H.
3. Reseni systému rovnic (38).
4. Dosazeni do (37).

Nize uvedend véta je presnym matematickym vyjadienim skutecnosti, ze ku-
bicky splajn je "nejhladsim interpolantem”.

Véta 3. Prirozeny kubicky splajn g(z) je jediny interpolant funkce f v
uzlech g, ..., T, ktery lezi v C3) (a,b) takovy, ze

®(g) < B(p)

pro viechny interpolanty ¢ € C'?)(a, b) funkce f v uzlech z, ..., x,. Zde ®(p) =
f; ©"?(x) dz.

12.3 Hermiteovy interpola¢ni polynomy

ULOHA HERMITEOVY INTERPOLACE: Je déno n + 1 uzli zg,...,z, a
hodnoty f; = f(=;), f; = f'(z;) funkee f a jeji derivace f’ pro j =0,1,...,n.
Je tfeba najit ”co nejjednodussi funkci” ¢ tak, aby

o)) =f; a ¢(z;)=f; pro j=0,1,....n (40)
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Rekneme, 7e funkce ¢ je Hermitetiv interpolant funkce f v uzlech zg, 1, ..., oy.

(A) ¢ je polynom co nejnizsiho stupné.

Véta 4. Necht je ddno n + 1 uzld zg,21,...,2, a hodnoty f; = f(x;),
fi = f'(x;) pro j = 0,1,...,n. Pak v P2+l existuje pravé jeden Hermitetv
interpolacni polynom H funkce f v uzlech zg,x1,...,2,.

KONSTRUKCE HERMITEOVA INTERPOLACNIHO POLYNOMU
I. V zékladnim tvaru: Podle Véty 4 je obecny tvar polynomu
H(z) =ag+ a1+ ...+ agp 2"t
Koeficienty ag, a1, . . ., ag,+1 se voli tak, aby polynom H spliioval podminky (40).

Priklad 1. Najdéte Hermiteiv interpola¢ni polynom funkce f(z) v uzlech
z tabulky.

Elap | flow) | f(2n)
01l -1 2 1
1 1 0 1

H(z) = ag + a1x + axx® + azz®  H'(x) = a1 + 2azx + 3azz>.

Dosazenim xp = —1 a 1 = 1 za x vznikne systém rovnic:
ag — a1 +as —as 2
a; —2as +3a3 = 1
ag+ai+as+a3 = 0
aq —+ 2(12 —+ 3(13 = 1
Resenim tohoto systému rovnic dostaneme koeficienty ag = 1, a; = —2, az = 0,

az = 1, takze Hermitetiv interpola¢ni polynom je H(x) = 1 — 2z + 2°.

II. V zobecnéném Newtonové tvaru: Oproti tloze Lagrangeovy interpolace
jsou zde v kazdém uzlu dany dvé hodnoty. ZapiSeme tedy kazdy uzel do ta-
bulky dvakréit. Vznikne potfeba pocitat pomérnou diferenci f[z;, x;], kterd nema
smysl. Je vSak prirozené ji definovat predpisem

T—T; T—T; xr—x;

= f'(xi)

Pfi vypocétu pomérnych diferenci vyssich fada jiz nevznikaji zadné potize. Tedy
Hermitetiv interpola¢ni polynom H(z) ma tvar

H(z) = fo+ flzo,zol(x — z0) + flzo, o, z1](z — m0)® + ...

+ flro,To, s n, 2n)(x — 20)* ... (2 — 2p1)? (2 — 20)
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Priklad 2. Ulohu z pifkladu 1 feste pomoci zobecnéného Newtonova poly-
nomu.

i | x| fi | fleowia] | floe g, wige] | T, g, Tigo, Tigs)
0-11] 2 1 -1 1

1]|-1| 2 -1 1

211 0 1

3] 1 0

Tedy H(z) =2+ (z+1)— (z+ 12+ (z+ 1)} (x - 1) =23 — 22 + 1.

Piiklad 3. Najdéte Hermitetiv interpola¢ni polynom funkce f v uzlech z
tabulky.

i\ @ | fi | f)
0] -1 1|2
110 21
21051 |-1
Reseni:
i | xi | fi | flri il
0] -1]1 2 1)1 % e
1-1]1 1 0-4| %
210 2 1 -6 | 16
310 2 -2 2
41051 -1
5105 1
Tedy
2 2 10 2,2
Hiz) = 142x+1)—(z+1) +(:C+1)x—?(w+l)w
100
+ ?(m—&— 1)22%(x — 0,5).

(B) ¢ je interpola¢ni Hermitetv kubicky splajn.

I v pripadé Hermiteovy interpolace je nevyhodné pracovat s polynomy vy-
sokych stupiii. Pro feseni ULOHY HERMITEOVY INTERPOLACE se velmi
osvédcuje tento typ po ¢astech polynomialni funkce:

Definice. Necht ¢ = zg < 1 < ... < z, = b. Hermitetiv kubicky splajn s
uzly xg, 1, ..., T, je kazda funkce s(x) na (a,b) s témito vlastnostmi (a), (b):

(a) Na intervalu (z;_1,z;) je s(x) polynom nejvySe tfetiho stupné (tento po-
lynom oznaéime s;(x)) proi=1,2,...,n

(b) s(z) € CM{a,b), tj. s a s’ jsou spojité na (a,b).
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Vsimnéte si, ze Hermitetiv kubicky splajn obecné neni kubicky splajn.
Definice. Nechf a = 29 < 21 < ... <z, = b a f € CV{a,b). Hermitetv
kubicky splajn s(x) s uzly zo,z1,. .., 2, spliujici
s(i) = f(zi) a s'(z:) = f'(z:)

proi = 0,1,...,n se nazyva interpolacni Hermiteuv kubicky splajn funkce f v
uzlech xg, x1,...,%,.

Podle Véty 4 je polynom s;(z) pro i = 1,2,...,n jednozna¢né uréen poza-
davky
si(zj) = f(z;) a si(z;) =f'(z;) pro j=i—1,i.
Tento polynom Ize zkonstruovat konstrukci I nebo II.
Priiklad 4. Najdéte interpola¢ni Hermitetiv kubicky splajn funkce f v uzlech

Tg, x1, T9 7 prikladu 3.

1. Interval (xg,z1) = (—1,0):

iz | fi | flre il
0|-1|1 2 -111
11-1]1 1 0
31012 1
410 | 2
2. Interval (z1,z2) = (0,0, 5):
il @i | fi | flme i)
0] 0 2 1 -6 | 16
110 2 -2 2
310051 -1
4051
[ si@)=1+2x+1) —(z+1)?+(z+1)%z pro —1<2<0
Tedy 5(z) = { sa(x) =2+ x — 62% + 162%(x — 0,5) pro 0<z<0,5

12.4 Aproximace diskrétni metodou nejmensich ¢tvercu

Viz skripta Dalik: Numerické metody (stru¢né skripta) odst. 10.5, Uloha 2.

12.5 Aproximace funkce vyrovnavacimi kubickymi splajny

ULOHA APROXIMACE (2): Necht f € Cla,b),a =x9 <21 < ... < =

jsou uzly, fo = f(zo),..., fn = f(xn) a po,p1,---,pn jsou kladnd &isla (vahy).
Najdéte funkci v € C®(a,b) spliujici

®(u) < ®(h) provechna he c® (a,b). (41)
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Zde ®(h) = [*h"dx + Y 1_o pr(h(zx) — fr)2.

Véta 5. Uloha aproximace ma jediné feseni, kterym je kubicky splajn pii-
slusny uzlim xg, 21, ..., %,

Ditikaz. Necht uy € C®)(a,b) spliuje (41). Sestrojme kubicky splajn g(x)
prislusny uzlim xo,...,z, tak, aby g(xp) = we(ag) pro k = 0,...,n. Druhé
s¢itance ve vyrazech ®(ug) a ®(g) jsou stejné a tedy podle Véty 3 plati &(g) <
D (ug). Zaroven vSak ®(ug) < ®(g) podle (41) a tedy ®(g) < P(ug). Odtud
plyne ug = g podle Véty 3.

KONSTRUKCE VYROVNAVACIHO KUBICKEHO SPLAJNU: Hledame
kubicky splajn g tak, aby vyraz

b n
B(g) = / 2 dr+ 3 prlo — 1) = F(go, g1, 90),

k=0
kde g; = g(x;) proi =0,1,...,n, byl minimaln{. Nutnou podminkou minima je
or
dgs
(A+HP'H)ywmi=Hf a Gg=f—-P'H m.

0 pro s=0,1,...,n <<

Zde A, H, m a fjsou definovany v odst. 12.2 a P = diag(po, p1,---,Pn)-

13 Numerické derivovani a numericka integrace

13.1 Numerické derivovani

Viz skripta odst. 11.1

13.2 Numericka integrace

Viz skripta odst. 11.3-11.5 bez Rombergovy metody.
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