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1 Uvod

Studijni programy rfadného studia stavebniho inZenyrstvi i stavitelstvi na FAST
obsahuji cely zakladni kurz matematiky v prvnim ro¢niku studia: v zimnim se-
mestru v rozsahu 4+4 (hodiny pfednések a cvifeni), v letnim semestru v rozsahu
2+4-2. Deskriptivni geometrie je zafazena pouze do letniho semestru v rozsahu
2+2. Obdobné situace je i u kombinovaného studia. V zimnim semestru (line-
arni algebra, operace s vektory a jejich aplikace, diferencialni a integralni pocet
funkei jedné proménné) se v pfimé vyuce analytickd geometrie v praxi redukuje
na vyuziti operaci s vektory v trojrozmérném euklidovském prostoru pro studium
vétsinou linearnich utvaru; tomu odpovida i obsah relevantniho uc¢ebniho textu
[1]. V letnim semestru (integralni pocet funkci vice proménngch, diferencidlni
rovnice) se v8ak po studentech od poc¢atku zZada pfinejmensim geometricka pred-
stavivost a zakladni prehled o béznych plochach a ktivkach technické praxe, ktery
navic ¢asové predchazi (oproti nedavné minulosti drasticky zredukovany) vyklad
této problematiky v zavéru kurzu deskriptivni geometrie. Zatazeni problematiky
pouze do tvodniho cvifeni letniho semestru matematiky (bez prednasky), (sku-
tecné se nejedna o novou teorii s matematickymi vétami, dikazy apod., nybrz
jen o aplikaci zndmych poznatku na geometricky popis kiivek a ploch), provéa-
zené absenci adekvatnich podkladu pro samostatné studium, pfispiva k velmi
nizké tspésnosti studentu u zkousky z matematiky v letnim semestru.

Tento doplnkovy text se snazi nabidnout studentum, ktefi sami citi mezery a
Spatnou orientaci v analytické geometrii nelinearnich utvari, odkazujici mnohdy
i na (ne)znalosti stfedoskolské matematiky, prilezitost k doplnéni toho nejpotieb-
néjsiho — nejen ucelové pro tspésné absolvovani zkousek v prvnim roc¢niku, ale i
pro tvurdi praci v Sirokém spektru technickych obortu od navrhovani pozemnich
staveb po pocitacovou grafiku. Masivni vyuzivani hardwarovych i softwarovych
podpurnych prostfedku totiz osvobozuje technicky vzdélaného ¢lovéka od upra-
covaného rysovani a pouzivani historickych grafickych pfistupu, ale o to vétsi
naroky klade na porozumeéni zékladnim principum a schopnosti abstrakce — ji-
nak degeneruje v jakési uzivatelské ovladani ,cernych skiin€k“, kvaziperiodicky
se ménicich s instalaci novych programu.. ..

Cely text je napsan tak, aby nevyzadoval hlubsi predbézné znalosti z dife-
rencialniho a integralniho poctu. K jeho studiu je ovSsem nezbytné seznamit se
s analytickou geometrii linearnich utvart, zalozené na operacich s vektory v troj-
rozmérném euklidovském prostoru. V tomto sméru tento text doplituje a rozsiruje
elektronicky studijni material [1], jehoZ plné pochopeni neni mozné bez zvladnuti
béznych metod linedrni algebry, vylozenych ve skriptech [2], a aspon zakladnich
poznatku o linearnich prostorech a operatorech, jimiz se na elementarni tirovni
dosti obsirné zabyvéa elektronicky studijni material [6]. Pfi popisu kiivky se neda
vyhnout pojmu spojitosti funkce jedné proménné, pii popisu plochy spojitosti
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funkce dvou proménnych — v obou ptipadech se omezime na realné funkce realné
proménné; u rozvinutelnych ploch se navic neobejdeme ani bez jednoduchého
pouziti pojmu derivace funkce jedné proménné. Podrobnéjsi vysvétleni téchto
pojmu lze nalézt ve skriptech [4] a [5], jejichz dukladné studium vsSak neni pro
porozumeéni nasledujicimu vykladu nezbytné.

Doba pottfebna ke studiu je velmi individuélni: konkrétné ¢ast vénovana kva-
dratickym kfivkam v roviné bude mnohému ¢tenafi divérné znama ze stiedni
skoly, jiny v ni najde i fadu novych informaci. Idedlni student (vyskytujici se
snad nejen v predstavich pedagogickych teoretiku), ktery se nemusi opakované
vracet k dalsim zdrojum, zejména k vykladum [1], by si mohl obsah tohoto textu
osvojit za dva az tii pracovni dny. Ke zkraceni doby studia snad prispéje i mnoz-
stvi nazornych obrazku, pripravenych v grafickém formatu jpg s vyuzitim softwaru
MATLAB; zamérné se nepracuje se s geometrickou konstrukei prunikovych kfi-
vek, s viditelnosti hran, s technickym osvétlenim apod. — to vSe je ponechano
kurzu deskriptivni geometrie.

V celém textu budeme pracovat s jednoduchymi symboly pro prostory real-
nych vektoru a matic, zavedenymi v [6]: R" budeme rozumét prostor n-rozmérnych
realnych vektoru (vétsinou nebude dulezité, predstavujeme-li si je jako fadkové
nebo sloupcové) R™*™ prostor redlnych matic o m fadcich a n sloupcich; m a n
mohou byt libovolna pfirozend &isla. Zjednodusené R = R! bude mnozina vech
realnych ¢isel a R, mnozina vSech kladnych ¢isel z R. V R" lze zavést kartézskou
soustavu soufadnic x1,xs,...,x,; ponévadz budeme vétSinou pracovat s n = 2
nebo n = 3, budeme pro jednoduchost oznacovat r; = x a 9 = y (pron = 2
in = 3), pfipadné i x3 = z (pro n = 3). Takové oznaceni je bézné i v deskrip-
tivni geometrii, kde se rovina soufadnicovych os (z,y) nazyva pudorysna, rovina
soufadnicovych os (x,z) narysna a rovina soufadnicovych os (y, z) bokorysna,
bude-li to nazorné a uzitecné, budeme i my téchto terminu vyuzivat.

V dalsim vykladu se pfesto dostaneme do jistych nazvoslovnych problémi:
cesti buditelé a jazykovédci pti vytvareni spisovné terminologie ponékud pozapo-
mnéli na rozliSeni jednoslovnych pojmu jako koule — téleso a plocha koule, resp.
kulovd plocha (srov. anglické  ball* a ,sphere“), nemluvé jiz o elipsoidu (ob-
dobné jako koule uzavieném) nebo o valci ¢ kuzelu (kde pfislusné téleso kromé
nasi zajmové plochy musi ohrani¢it jesté n&jaka rovina) v R3; obdobné to plati
mj. o elipse v R?, jasné je jen rozliSeni kruznice (kfivky) a kruhu (mnoZiny bodu
na kruznici a uvnit¥ kruznice) v R3. V nasledujicim textu budeme pro jednodu-
chost vyjadfovani (nebude-li vyslovné uvedeno jinak) vzdy pracovat s pfislusnymi
plochami v R?, resp. s kiivkami v R?; vime-li, Ze obecna rovnice rota¢niho elip-
soidu (plochy) v R? je napt. 22 + y? + 423 = 1, snadno odvodime, Ze tato plocha
omezuje téleso popsatelné nerovnici x? + 3% + 423 < 1.

Klicova slova: analytickd geometrie, primka, rovina, krivka a plocha, rovinnd
a prostorovd krivka, kvadraticka krivka, kvadratickd plocha, primkovd plocha, ro-
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tacni plocha, rozvinutelnd plocha.

2 Primky a kfivky, roviny a plochy

Ze analytické geometrie v R? (tedy v roving), zndmé ze stiedoskolského studia,
av R? (tedy v klasickém euklidovském prostoru), jiz se vénuje [1], vime, Ze v R?
existuji (kromé jednotlivich bodi a celého prostoru R?) jednoparametrické li-
nedrni utvary zvané piimky, zatimco v R? existuji (kromé jednotlivich bodu a
celého prostoru R?) jednoparametrické linedrni titvary zvané ptimky a dvoupara-
metrické linearni Gtvary zvané roviny; specidlné R? lze interpretovat jako rovinu
z =0 v R3 (tj. vlastné pudorysnu). P¥imka p v R?, ktera prochazi bodem [z, yo]
a méa (nenulovy) smérovy vektor (u;,us) (pfedpokladdme-li zg,yo, u1,us € R),
ma dvé parametrické rovnice

r=1xg+ tuy, Y = Yo + tus (1)
pro parametr t € R; po vylouceni parametru ¢ vychazi
U2X — U1Y = U1Yp — U2Tg
neboli pro oznaceni a = ug, b = —uy a d = uyyp — U2y
ar+by+d=0,

coZ je obecné rovnice piimky p v R% Vsimnéme si, Ze (a,b) je vektor kolmy
k pfimce p a ze a,b,d € R 1ze bez jmy na obecnosti nasobit libovolnym nenulo-
vym realnym cislem: stacilo by tedy formulovat zvlast obecnou rovnici ax+by = 1
pro ptimku p neprochéazejici pocatkem soutfadnic a ax 4+ by = 0 pro primku p pro-
chazejici pocatkem soutradnic.

Uvazujme nyni néjakou dvojici funkci ¢ a v spojitych na R nebo aspon na
néjakém spoleéném definiénim oboru (pro obé funkce), jenz nalezi R. Polozime-li
o(t) = zo + tuy a P(t) = yo + tug, dostaneme pro ¢t € R dvé parametrické rovnice
primky p, pro t z néjakého intervalu patticiho R dvé parametrické rovnice tisecky
na pfimce p ve tvaru

v, y=v0). 2)
Ptipustime-li, Ze aspon jedna z funkci ¢ a 1 je nelinedrni, jsou (2) obecné rovni-
cemi jisté kiivky x v R?, piipadné jeji ¢4sti.
Velmi speciélné pro p(t) = zo+rcost a(t) = yo+rsint, tj. pro parametrické
rovnice
x = 1xg+rcost, r =1y +rsint, (3)

kde r € Ry a 0 < t < 2w, obdrzime kruznici o stfedu [zg, 3] a poloméru r,
pricemz parametr ¢ ma vyznam thlu sevieného osou z a spojnici bodu na kfivce
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s pocatkem soufadnic, orientovaného v kladném smyslu (proti sméru hodinovych
rucicek). Prevedeme-li zy a yy na levé strany rovnic (2), vidime ihned (zname-li
trigonometricky vzorec cos?t + sin®t = 1), Ze obecna rovnice nasi kruznice s je

(x —20)* + (y — wo)* = 1%;

pro dalsi hodnoty parametru ¢t bychom uz opakované obihali stejnou kruznici.
Z prikladu vidime i to, ze pozadavky na funkce ¢ a 1 jsou dosti slabé, nebot
rovnice (2) zahrnuje i ruzné degenerované ptipady: pfipustime-li napf. r = 0, de-
generuje kruznice x v jediny bod — svij stfed; pripustime-li dokonce r < 0, zadna
odpovidajici redlna kiivka (hypotetickd kruznice se zapornym polomérem) vibec
neexistuje. Hlubsi studium takovych (i vyrazné komplikovanéjsich, ale principi-
alné srovnatelnych) pfipadu nejen pro rovinné kiivky, ale i pro prostorové kiivky
a plochy, je sice v analytické i deskriptivni geometrii uzitecné, ale v zajmu jedno-
duchosti vykladu (ktery se snazi minimalizovat vyuziti diferenciadlniho poétu) se
jim zde nebudeme zabyvat. Na rozdil od linearnich rovnic (1) i na rozdil od naseho
prikladu s kruznici muze byt také obtizné nebo nemozné vyloucit z nelinearnich
rovnic (2) parametr ¢.

Typickym prikladem, ziskatelnym jen mirnou modifikaci nasich parametric-
kych rovnic kruznice, je tzv. logaritmicka spirala, zadana pro r € R parametric-
kymi rovnicemi

x =m0 +e" cost, y =1y +e"sint;

jeji prubéh pro zo = 1, yo = 2, 0 < ¢t < 7/8 a ruzné volby r je zfejmy z obr. 1:
cervena cara odpovida r = 1, zelend r = —1 a modra r» = 0, v poslednim piipadé
vsak spirala degeneruje v kruznici o jednotkovém poloméru, z niz vykreslujeme
jen Sestnactinu.

Na rozdil od R? neexistuje v R zadna obecna rovnice piimky a obdobné
ani kiivky — nanejvys lze pfimku uréit jako prusecnici dvou rovin a kivku jako
prusecnici dvou ploch. Piimka p v R3, kterd prochazi bodem [zg, o, 20] a ma
smérovy vektor (up,us,us) (pfedpokladame-li xg,yo, 20, U1, U2, u3 € R) ma tii
parametrické rovnice

r = x9+ tug, Yy = Yo + tusg, z = 29+ tus, (4)

pro parametr ¢t € R. Uvazujme n€jakou trojici funkei ¢, ¢/ a x spojitych na R
nebo aspon na néjakém spoleéném definiénim oboru (pro vSechny tfi funkce), jenz
nalezi R. Polozime-li ¢(t) = xo+tuy, ¥(t) = yo+tus a x(t) = xo+tug, dostaneme
pro t € R tfi parametrické rovnice primky p, pro ¢ z né€jakého intervalu patticiho
R tii parametrické rovnice tisecky na pfimce p ve tvaru

r=o(t), y=9@), z=x(). ()

Ptipustime-li, Ze aspon jedna z funkci ¢, ¥ a x je nelinearni, jsou (5) obecné
rovnicemi jisté kiivky x v R3, pfipadné jeji ¢asti.
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Obr. 1: Césti logaritmickych spiral

Dopliime nyni dvé parametrické rovnice kruznice z (3) pro zadanou kon-
stantu h € R, formalné rovnici z = ht/(27). Soufadnice z tedy roste linedrné
s parametrem ¢, probihdme-li celou kruznici z (3), kterou nyni ozna¢ime rq, tj.
pohybujeme-li se po rotac¢nim valci s fidici kruznici kg. Vysledna kiivka £ mé pro
o(t) = xg +rcost, () =yo+rsint a x(t) = ht/(27) parametrické rovnice

r = x9+ rcost, Yy =1yo+rsint, z = ht/(2m) (6)

a nazyva se Sroubovice o poloméru r a vysce zavitu h; pripadna zména xy nebo 1,
zpusobi pouze posunuti celé Sroubovice ve sméru osy x nebo y. Celou Sroubovici
bychom mohli téz posunout ve sméru osy z: pro jistou realnou konstantu zy by
stacilo nahradit tfeti rovnici (6) rovnici z = zy + ht/(2m). VSimnéme si také,
Ze parametr ¢ muze nabyvat jakékoliv realné hodnoty, aniz bychom se vratili do
vychoziho bodu — na rozdil od uzaviené kiivky (kruznice) ko je Sroubovice k
krivkou otevienou. Na obr. 2 je cervené vyznacena Sroubovice x a zelené fidici
kruznice ko pro 0 < t < 47w (tedy pro 2 zavity nad sebou); uvazuje se h = 1 a
To=Yo =T= 2.
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Obr. 2: Sroubovice

Rovina 7 v R?, kterd prochézi bodem [zg,yo, 20] @ m& dva nekolinedrni (a
nenulové) smérové vektory u = (u1,ug,us) a v = (vq,v2,vs) (pFedpokladame-li
X0, Yo, 20, U1, Uz, Ug, V1, Vg, V3 € R), ma t¥i parametrické rovnice

= o + tuy + svq, Yy = Yo + tus + Svo, 2z = 29 + tuz + svs (7)

pro parametry t, s € R; parametry t a s by odtud bylo sice mozno vyloucit napf.
Gaussovou eliminaci, ale pohodlngjsi je v tomto pfipadé najit v R? normélovy
vektor 77 = (a,b,c) pomoci vektorového soucinu 7 = 4 X ¥, ¢imz dostavame
obecnou rovnici roviny 7

a(z — o) + b(y — yo) + c(2 — 20) =0
¢ili pro oznaceni d = —axy — byg — czp
ar +by+cz+d=0.

Vsimnéme si opét (jako u obecné rovnice piimky v R?), Ze a,b,c,d € R 1ze bez
1jmy na obecnosti nasobit libovolnym nenulovym redlnym cislem: stacilo by tedy
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formulovat zvlast obecnou rovnici ax + by + ¢z = 1 pro rovinu 7 neprochazejici
pocatkem soutadnic a axr + by + cz = 0 pro rovinu 7 prochazejici pocatkem
soufadnic.

Uvazujme nyni n&jakou trojici funkci ¢, ¥ a x spojitych na R? (na rozdil
od rovnice prostorové kiivky jde zde o funkce dvou proménnych) nebo aspon na
n&jakém spoleéném definiénim oboru (pro vSechny tii funkce), jenz nélezi R?.
Polozime-li ¢(t) = x¢ + tuy + svi, ¥(t) = yo + tus + svy a x(t) = 2o + tug +
svs, dostaneme pro t,s € R tii parametrické rovnice roviny x, pro t¢,s z néjaké
podmnoziny patiici R tii parametrické rovnice n€jaké ¢asti roviny x ve tvaru

r=o(t), y=19@), z=x(). (8)

Ptipustime-li, Ze aspon jedna z funkci ¢, ¥ a x je nelinearni, jsou (8) obecné
rovnicemi jisté plochy o v R3, piipadné jeji ¢asti.

Pro fadu technicky vyznamnych ploch 1ze (obdobné jako pro rovinné kiivky)
sestavit nejen parametrické rovnice, ale i obecnou rovnici plochy. Pfislusnymi
postupy se budeme zabyvat pozdéji; v této kapitole se omezime na jediny, zato
vsak prakticky mimoradné dulezity priklad 2.1 tzv. Sroubového konoidu, tj. plochy
slozené z primek, které jsou rovnobézné s osou z a protinaji Sroubovici, jejiz fidici
kruznice lezi v pudorysné.

Priklad 2.1: Sestavte parametrické a obecné rovnice sroubového konoidu o,
je-li zadan polomér Fidici kruznice r spolec¢né s vyskou zavitu h.

Resend: Pro libovolné t € R zvolme v (6) zp = yo = 0. Soucasné piepisme
rovnici osy z rovnéz ve specidlnim tvaru (5)

r=0, y=0, z = ht/(27),

jehoz prednosti je, Ze pro stejnou hodnotu ¢ se na ose z i Sroubovici dostaneme
do stejné vysky. Hledané parametrické rovnice (8) plochy o ziskdme jako para-
metrické rovnice tvoricich pfimek plochy o, konstruovanych jako spojnice odpo-
vidajicich si bodu na ose z a na Sroubovici, tj.

xr =rscost, y =rssint, z = ht/(2m). (9)

Formalnim vzajemnym vydélenim levych a pravych stran prvnich dvou rovnic
dostaneme tgt = y/z, z ¢ehoz dosazenim do tfeti rovnice vychazi obecna rovnice
K ve tvaru
z = (h/2m) arctg (y/z) .

Se znalosti diferencialniho poc¢tu funkci vice proménnych bychom se mohli pie-
svédcit i o korektnosti této rovnice v limitnim piipadé x — 0. Na obr. 3 jsou
Cervené vyznaceny casti tvorficich pfimek neomezené plochy o pro 0 < s <1 a
0 <t < 27, zelené je znazornén jeden zavit Sroubovice, modre je pak znéazor-
néna odpovidajici fidici kruznice. Fotografie schodisté z nabidkového katalogu




PRIMKY A KRIVKY, ROVINY A PLOCHY 11

je snad vymluvnéjsi nez dlouhy slovni vyklad o aplikacich Sroubového konoidu
v navrhovani pozemnich staveb.

Obr. 3: Sroubovy konoid
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3 Posouvani a otaceni souradnic v roviné a v pro-
storu

Pro studium geometrickych atvara v R? i R3 byva uZitecné pracovat s transfor-
maci soufadnic. Na rozdil od diferencialniho a zejména integralniho poctu, kde
byva nezbytné zachazet s podstatné obecnéjsimi transformacemi, se zde omezime
jen na specialni transformaci, jiz lze v R? od soustavy kartézskych soutadnic
(x,y) prejit k jiné soustavé soufadnic (Z,y) pomoci linedrni maticové rovnice

X X
_ | = + M. 10
[ 7 ] [ Yo ] 2 l y ] 1o
pro n&jakou reguldrni matici M, € R?**?, pfi¢emz bod [x¢, o] (pro zo,70 € R)
v soustavé soufadnic (x, y) odpovida bodu [0, 0] v soustavé soufadnic (Z,y) , resp.

na specialni transformaci, jiz lze v R? od soustavy kartézskych soutadnic (z,y, 2)
prejit k jiné soustavé soufadnic (Z, g, Z) pomoci linedrni maticové rovnice

&I

T Zo x
g |=|y |+Ms]| y (11)
z 20 z

pro n&jakou regularni matici M3 € R3*3, piidemz bod [x¢, yo, 20] (Pro o, vo, 20 €
R) v soustavé soutadnic (x, y) odpovida bodu [0, 0, 0] v soustavé soufadnic (Z, 7, Z)
. Regularita matic M, a M3 pritom zarucuje, Ze existuje i inverzni transformace,
kterou lze naopak piechdzet v R? od soustavy soufadnic (Z,7) k soustavé sou-
fadnic (z,y) a obdobné v R3 od soustavy souiadnic (Z,7,Z) k soustavé sou-
fadnic (z,y, z). Takové zobrazeni se nazyva afinita (nebo téz dvouslovné afinni
zobrazeni) a jeho geometrickych vlastnosti, kterymi se zde nebudeme detailnéji
zabyvat, se Casto se vyuziva v deskriptivni geometrii, napf. pii hledani skutec-
nych velikosti ruznych rovinnych utvaru zobrazenych v paralelnim promitani,
tj. v promitani se stfedem v nekonecnu. Pro promitani se stredem v konec¢ném
bodu (tedy napf¥. pii perspektivnim zobrazovani objektu, resp. pfi vyhodnoco-
véni fotografickych snimku, coz je pfedmétem zkoumani fotogrammetrie) bychom
s pouhou afinitou nevystacili — obecnéjsi zobrazeni zvané kolineace vSak jiz neni
linearni, tj. nelze je zapsat ve tvaru (10) nebo (11) s konstantni (na soufadnicich
nezavislou) matici My & M.

Afinita obecné nezachovava vzdalenosti, obsahy rovinnych ani prostorovych
oblasti. Pokud vsak pouze souradnicovymi osami pouze posouvame nebo ota-
¢ime, vzdalenosti, obsahy rovinnych i prostorovych oblasti zlistavaji nezménény.
Uk4Zeme si to nejprve na jednodussim piipadé R2. Polozime-li v (10)

10
MQ_[O 1]7
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dostaneme pouze posunuti souradnicové soustavy, obecné ve sméru obou os = a
y. Polozime-li v (10)

MQ:[ cos? 811119]’

—sin?d cosd

obdrzime pouze otoceni soufadnicové soustavy o tthel , méfeny v kladném smyslu
a vztazeny ke kladnému sméru osy x. Snadno vypocteme

1| costy —sin?
M,~ = l sin cosf}] '

Z ptikladu 3.1 bude zfejmé, jak se uplatni posunuti, ze piikladu 3.2, jak se uplatni
otoceni. Priklad 3.3 poskytne navod ke skladani posunuti a otoceni.

Priklad 3.1: Vysetiete rovinnou kiivku x zadanou obecnou rovnici

v +2r+9y*=0.

Resend: Zadanou rovnici snadno upravime na tvar
2 2
(x+1)+y"=1.

Zvolime-li pro posunuti v (10) o = 1 a yo = 0, dostaneme T = z + 1, y se
nezméni. Mame tedy

Pryt=1,
coz je rovnice kruznice k o stfedu v pocatku nové soustavy souradnic a poloméru
1. Na obr. 4 je tato kfivka znazornéna cervené, nova odpovidajici souradnicova
soustava je naznacena teckovane.

Priklad 3.2: Vysetiete rovinnou kiivku x zadanou obecnou rovnici

zy=1.

Reseni: Vime, Ze rovnice kruznice v R? o stiedu v po¢atku soustavy souradnic
(7,7) a poloméru r € R je 2 + y> = r?, zatimco rovnice obdobné rovnoosé
hyperboly pro vrcholy [r,0] a [—r, 0] je Z2 — % = r? a pro vrcholy [0, 7] a [0, —7]
(vzajemnou zdménou = a y) > — 2 = r?. Pokusme se uvést zadanou rovnici
na néjaky takovy tvar otocenim puvodni soustavy souradnic. K tomu musime
provést otoceni o thel ¥

T =wxsind + ycos, y = —xsind + ycos,

takze
xr =2ZcosV — ysin, y =Zsiny + ycosv.

Dosadime-li za x a y do zadané rovnice, dostaneme

(Zcost — ysin®)(Tsind + gcosd) = 1.

N
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Z této rovnice chceme odstranit vsechny souciny zy. K tomu vsak staci zvolit
cos? ¥ —sin ) = 0 neboli cos 29 = 0; tato rovnice m4 feSeni 29 = 7/2 ¢ili ¥ = /4,
dalsimi TeSenimi se uz nemusime zabyvat. Vychézi totiz

coZ je pravé rovnice prvni ze dvou zminénjrch rovnoosych hyperbol pro 7 = v/2. Na
obr. 4 je tato kfivka vyznacena zelené, nova odpovidajici souradnicova soustava
je naznacena teckované Poznamenejme jesté, ze v tomto pii bychom k vysledku
mohli dospét pfimo ze znalosti grafu funkce y = 1/ (véetné jeho limitniho
chovéani pro x — 0).

Obr. 4: Ptiklady jednoduchych rovinnych kiivek v obecné poloze

Priklad 3.3: Vysetiete rovinnou ki¥ivku x zadanou obecnou rovnici [Z

x2—|—y2+2xy+\/§x—\/§y:1.

Regend: Pokusime-li se nejprve zbavit (v nové soustavé soufadnic) soucinu zy,
dospéjeme ke stejnému tthlu otoceni jako v predchozim ptikladu, z néhoz tedy
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muzeme zkusit pfevzit soustavu soufadnic (Z, 7). Dosazenim do zadané rovnice
obdrzime 1 1
j2+g2+2(2:7;2—2372) +Z—-79)—(z+y) =1
a po uprave
27 — 25 =1.

Novou soustavu soufadnic miiZzeme jesté posunout o % v kladném sméru osy ¥:

2
dostaneme tak pro y =y — % ,
7= -7°.
2
Z tohoto tvaru uz vidime, Ze k je parabola s parametrem i. Na obr. 4 je tato
kiivka vyznacena modie, nova odpovidajici souradnicova soustava je naznacena

teckované (druha z vyslednych os pfitom splyva se zelené nazna¢enou z minulého
prikladu).

Ponékud slozitéjsi je navrhovani vhodného posunuti a otodeni v R3. Polozime-
i v (11)
1 00
Ms=10 10
0 01
dostaneme pouze posunuti souradnicové soustavy, obecné ve sméru vsech t¥i os
x, y a z. Polozime-li v (10)

Y

cosVyy sindy, 0
Ms =| —sind,, cosdy, 0 |,
0 0 1

obdrzime pouze otoceni souradnicové soustavy o thel 0,, v pudorysné, tedy v ro-
viné os = a y, méfeny v kladném smyslu a vztazeny ke kladnému sméru osy x.
Snadno vypocteme

cos ¥y, —sint,, 0
My V= | gin Uy cOsty 0
0 0 1

Otécet bychom vsak obecné mohli (a mnohdy je to nezbytné) i v narysné, pfi-
padné v bokorysné; potom je t¥eba do (11) dosadit

costy, 0 sind,,
My = 0 1 0 ,
—sind,, 0 cosd,.
nebo
1 0 0
M;= 10 cos ¥y, sinvy,
0 —sind,, cosV,,
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pro analogické thly 9,. v narysné a 9J,. v bokorysné. Jednotliva otoceni lze po-
stupné skladat. Teoreticky je mozné pracovat ihned s obecnym otocenim, zvolime-
li v (10)

cos gy sindy, 0 costy, 0 sind,, 1 0 0
Ms=| —sind,, cosv,, 0 01 0 0 costly,, sintd,, |,
0 01 —sind,, 0 cosvy,, 0 —sin?d,, cos?,,

prakticky vsak byva obtizné navrhnout vhodné hned vSechna tii pootoceni: pokud
bychom se totiz chtéli obdobné jako v ptikladu 3.1 zbavit vSechny souc¢inu xy, zz
a yz v obecné rovnici néjaké kvadratické plochy, dostali bychom obecné soustavu
tif kvadratickych rovnic pro neznamé ahly 9,,, 9,., ¥,.. Ponévadz feSeni takovych
uloh neni hlavnim cilem naseho vykladu, budeme tento postup dokumentovat jen
na dvou jednoduchych prikladech 3.4 a 3.5, vzniklych modifikaci prikladu 3.1 a
3.2.

Priklad 3.4: Vysetiete plochu o zadanou obecnou rovnici

P24+ +22=0.

Reseni: Zadanou rovnici snadno upravime na tvar
2 .2, 2
(x4+1)°"+y " +2°=1.

Zvolime-li pro posunuti v (11) o = 1 a yo = 29 = 0, dostaneme z = x + 1, y ani
z se nezméni. Mame tedy
Pl

coz je rovnice kulové plochy o o stfedu v pocatku nové soustavy souradnic a
poloméru 1. Cervenou kruznici na obr. 4 lze interpretovat jako primét ez této
plochy pudorysnou, kruh touto kruznici ohraniceny jako prumét ¢ do pudorysny.

Priklad 3.5: VysSettete plochu o zadanou obecnou rovnici

Ty = 2.

Reseni: Ponévadz v zadané rovnici chybéji souciny xz a yz, vystacime s oto-
¢enim v pudorysné, které neméni souradnici z. Pro souradnice Z a g z prikladu
2.2 dostaneme

(T cosVyy — gsindy,)(Zsind,, + ycosd,,) = 2.

Obdobné jako v piikladu 2.2 muzeme potom zvolit 9, = 7/4, a tak obdrzime

1., 1,

]
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Po prostudovani celého tohoto textu uz nebudeme muset premyslet a ihned ur-
¢ime, ze o je hyperbolicky paraboloid; pokud ale jesté k tomu neméame potiebné
znalosti, mizeme si vypomoci vhodnymi fezy plochy o. Rez pudorysnou (z = 0)
sestavd z osy © (y = 2 = 0) a z osy y (z = z = 0). Rez narysnou (y = 0) sestava
zosyx (y=z=0)azosy z (r =y =0). Rez bokorysnou (x = 0) sestava z osy
y(r=2=0)azosy z (x =y = 0). Rez rovinou rovnob&znou s ptidorysnou,
kterd mé& obecné rovnici z = h pro n€jaké h € R, je hyperbola xy = h, coz
muzeme snadno ovérit postupem znamym z prikladu 2.2; soustava takovych fezu
je na obr. 5 pro h € {1/2,1,3/2} znézornéna cervené a pro h € {—1/2,1,3/2}
fialové. Rez rovinou prochéazejici osou z, kterd mé obecnou rovnici y = vz nebo
x = vy pro n&jaké v € R, je obdobné jako v piikladu 2.3 parabola z = va?
nebo z = vy?; soustava takovych ezl je na obr. 5 pro v = {1/2,1,2} znézor-
néna zelené a pro v = {—1/2,—1, -2} modie (lhostejno, zda pro y = va nebo
pro x = vy). Nedokonalost tohoto nacrtu necht je ndm motivaci pro dukladnéjsi
studium kvadratickych ploch.

Obr. 5: Céasti hyperbol a parabol na hyperbolickém paraboloidu
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4 Rovinné krivky, kvadratické krivky

A2 I i I I
-10 -5 0 5 10 15

Obr. 6: Spiraly, cykloida a fetézovka

Ktivky v R? zkoumali a klasifikovali uz badatelé starovéku. K nejcastéji od-
kazovanym patii spirdly, coz jsou kfivky vznikajici pohybem bodu po rotujicim
pruvodici. Jejich spole¢né parametrické rovnice (vyjdeme-li ze stfedu v pocatku
soufadnic, tj. polozime-li xyg = yy = 0 v nasi rovnici logaritmické spiraly v kapitole
2) je

x = p(t)cost, y = p(t)sint,
kde p(t) je néjaka spojité funkce thlu ¢, méfeného v kladném smyslu od kladného
sméru osy . Jesté formalné jednodussi nez logaritmickd spirdla s p(t) = e je
Archimedova spirdla s p(t) = rt, v obou pfipadech pro zadanou konstantu 7.
Jinym prikladem rovinné kiivky je cykloida, jejiz parametrické rovnice obdobné
jsou
x =r(t—sin(t)), y=r(l—cost);

tuto krivku si lze nejlépe predstavit jako drahu opisovanou bodem na kruznici
22+ (y —r)? = r? kutdlené po ose x. Vyloudit ¢ z parametrickych rovnic viak pro
zadnou z téchto kiivek nelze — jejich obecné rovnice v R? tak nemame k dispozici.
Aniz bychom se zde podrobnéji zabyvali geometrickymi vlastnostmi ¢i technic-
kym vyuzitim spiral ¢i cykloidy, porovname aspon pro ilustraci na obr. 6 cervené
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vyznac¢enou Archimedovu spirdlu s » = 1, zelené vyznacenou logaritmickou spi-
radlu s r = 1/5 a modfe vyznacenou cykloidu s = 1 pro 0 < t < 2m; kutalend
kruznice je znazornéna teckované v pocatecni poloze se sledovanym bodem v po-
¢atku soutradnic, pohybuje se zleva doprava.

Na obr. 6 si muzeme vSimnout jesté jedné kfivky, odlisené od ostatnich fialovou
barvou. K¥ivka se nazyva fetézovka a jeji parametrické rovnice jsou

t
r=-, y =r(cosht — 1)
r

(vime pfitom, Ze cos ht = e’ + e~") pro libovolné ¢ € R; na obr. 6 volime opét
r = 1 a omezujeme se na —1 < t < 1 Fyzikadlné tvar retézovky vzdy vytvori
tézké dokonale ohebné vlakno, jez je zavéseno ve dvou bodech; riznych zobecnéni
tohoto extrémné idealizovaného pfistupu vyuziva statika i dynamika stavebnich
konstrukci, napt. pfi navrhovani lanovych stfech nebo kotveni stihlych konstrukei.
Retézovka je v8ak zajimava i tim, Ze jeji obecna rovnice (na rozdil od ostatnich
kiivek na obr. 6) je velmi jednoduchd: staci z prvni parametrické rovnice vypocitat
t a dosadit do druhé s vysledkem

x
y=r (arccos — 1) :

r

Na rozdil od vétsiny jiz zminovanych kiivek byvaji obecnou rovnici obvykle
zadany kvadratické kiivky; jim byva (jako tzv. kuZeloseckdm — k vyznamu tohoto
oznaceni se v nasledujici kapitole vratime) vénovano dost prostoru i ve sttedogkol-
ské matematice, takze zde vystac¢ime s prehledem zakladnich poznatki. Obecna
rovnice kvadratické kiivky & v R? je

Ax? + By + Doy +ax + by +d =0; (12)

je tedy pfirozenym zobecnénim rovnice pfimky (1), v niz kromé konstant a, b, d €
R vystupuji i dalsi konstanty A, B, D € R. Prochazi-li k po¢atkem soufadnic,
muzeme opét bez Gjmy na obecnosti volit d = 0, v opa¢ném pripadé staci volit
d=—-1.Jeli A= B =D =0, je (12) vzdy rovnici pfimky (pomineme-li zcela
degenerované ptipady a = b = 0); zname-li soufadnice jejich dvou bodu, snadno
(FeSenim soustavy dvou linearnich algebraickych rovnic) uréime neznamé a a b.
Pokud je néktera z konstant A, B a D nenulova a zname-li soutadnice péti bodu
lezicich na x, muzeme obdobné (FeSenim soustavy péti linearnich algebraickych
rovnic) uréit vSechny neznamé A, B, D, a a b. Deskriptivni geometrie dokonce
nabizi (nepfilis jednoduchou, le¢ klasickou) konstrukci, kterd ptislusnou kvadra-
tickou kfivku umoznuje sestrojit pouze pomoci pravitka a kruzitka. Obecné vsak
ani algebraické stanoveni, o jakou krivku se jedné, neni trivialni.

V prvni fadé je zapotiebi provést posunuti a otoceni soustavy soutradnic tak,
aby obecnd rovnice (12) kiivky x pfepsand v novych soufadnicich méla vzdy
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D = 0 a pokud mozno také a = b = 0; lze tolerovat jediné a = —1 pro A =
d = 0, ptipadné b = —1 pro B = d = 0. Jak se takové transformace provadeé;ji,
jsme demonstrovali na fadé prikladu v predchézejici kapitole. Pro jednoduchost
budeme nové soufadnice oznacovat opét = a y. Rovnice (12) v nich muze nabyt
jednoho ze tii zakladnim tvaru:

Az® + By* =1, (13)
Ar? =2y, (14)
Az? + By* =0, (15)

pfitom A ani B v (13), (14), nebo (15) nesmi byt rovno nule.

Obr. 6: Kvadratické kiivky: elipsa, hyperbola, parabola a dvojice pfimek

Je-li k popsana rovnici (13), lze rozlisit tyto pfipady: Je-li A > 01 B > 0, je
k elipsa o stfedu [0, 0] a délkach poloos a = 1/v/A a 3 = 1/v/B; specialné pro
A = B jde o kruznici a o« = (3 je jeji polomér. V dalsich tvahich budeme casto
pouzivat i parametrické rovnice této elipsy

T = acost, y = (sint (16)

pro 0 <t < 27. Na obr. 6 je Cervené znazornéna takova elipsas A =1/4a B =1,
atedy sa=2a [ =1.Jelinaopak A < 0 nebo B < 0 (soucasné A <0a B <0
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byt splnéno nemiize), je x hyperbola o stiedu [0,0] a délkich poloos o = 1/y/A
a 3 = 1/v/B, pii¢emz realna (odpovidajici obdobné jako u elipsy skuteénjm
vrcholum) je v piipadé A > 0 jen poloosa lezici v ose x, v piipadé B > 0 pak jen
poloosa lezici v ose y. Na obr. 6 je zelené znazornéna takova hyperbolas A = 1/4
aB=—-1 atedy opétsa=2a(=1.

Je-li k popsana rovnici (14), je k vzdy parabola o vrcholu [0, 0] (hypoteticky
stied paraboly je vzZdy v nekonefnu) s osou v ose y; parametrem paraboly je ¢islo
A =1/A. V ptipadé A > 0 se parabola rozevira v kladném sméru osy y, v pfipadé
A < 0 v zdporném sméru osy y. Na obr. 6 je modfe znazornéna takova parabola
s A=2 atedy s A = 1/2 (¢ili se zvlast jednoduchou obecnou rovnici y = ?).
Pokud bychom ptipustili i A = 0, popisovala by pfislusna rovnice y = 0 namisto
paraboly jen osu .

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze za (14) chybi jesté dalsi tvar rovnice
(12)
By® =2z, (17)

ktery by generoval paraboly s osami v ose z. Ukazeme si nyni, proc¢ jeho zarazeni
neni nezbytné; obdobnych obratii musime pak umét vyuzivat hlavné pii studiu
kvadratickych ploch v R?, kde se bude nabizet jesté vice variantnich moznosti.
Pfepisme (17) v nové soustavé soutadnic (Z, 7), kterou ziskdme pootocenim stan-
dardni soustavy (x,y) o thel ¥ = —7/2. Pak v (10) mame

0 —1
M2_[1 O‘|7

takze T = —y a § = x. Alternativni tvar (17)

je jiz formalné shodny s (14), pouze s B namisto s A.

Zbyva vysetfit, zda néco rozumného vibec jesté popisuje rovnice (15) — elipsy
a hyperboly dostavame totiz z (14) a paraboly z (15). Maji-li A i B stejné zna-
ménko, urcuje (15) jen pocéatek soufadnic; jedno z ¢isel A, B musi tedy byt
kladné a druhé zaporné. Zde pro jednoduchost predpokladejme A >0a B <0 a
oznafme v = /—A/B (vidy tak odmocnujeme kladné ¢islo). Tim (15) ziska tvar
x — %y = 0 neboli
(ve —y)(vex+y) =0,

a kvadraticka krivka se tak rozpada na dvé primky y = vx a y = —vx. Pokud
bychom pfipustilii A = 0, obé tyto primky by dokonce splynuly s osou x. Stejnou
tvahu (se zdménou z a y) lze pochopitelné zopakovat i pro A < 0 a B > 0. Na
obr. 6 je fialové znazornéna zminovana dvojice pfimek pro A = 1/4 a B = —1
(to je stejné volba jako u zelené vyznacené hyperboly), a tedy s v = 1/4.
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Obr. 6: Elipsa v predepsané poloze

V prikladu 4.1 si ovérime znalosti z této a predeslé kapitoly. Kromé klasifikace
kvadratickych kiivek, jejichz obecné rovnice v praxi nebyvaji pfimo ve tvaru (13),
(14) nebo (15) budeme pracovat s posouvanim a otadenim v R?. Poznamenejme
jesté, ze kvadratickou kiivku bychom mohli charakterizovat i pfimo na zéakladé
(12), aniz bychom rozuméli jakymkoliv afinnim transformacim, museli bychom
vsak mit k dispozici tabulku pomérné komplikovanych testovacich kritérii s vy-
uzitim C¢tvercovych matic a jejich determinantu, kterou lze nalézt napt. v [3],
str.190; v téchto kritériich je nicméné zminéné posouvani a otaceni implicitné
zabudovano, jenze pro zcela obecnd A, B, D, a, b a d z (12).

Priklad 4.1: Zjistéte, je-li obecnou rovnici
22+ 4y —dr —8y =4

uréena né&jaka elipsa x v R?. Pokud ano, zjistéte jeji stied, délku hlavni a vedlejsi
poloosy, a jeji parametrické rovnice a sestavte téz obecnou rovnici i parametrické
rovnice elipsy x*, kterd vznikne takovym pootocenim elipsy «, ze elipsa x* bude
mit hlavni osu rovnobéznou s piimkou o obecné rovnici

x+\/§y:2\/§.
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Reseni: Udajnou obecnou rovnici elipsy lze piepsat ve tvaru
v —dr+44+4y° -8y +4=12
neboli
(x—2)2+4(y—1)> =4,

Posunutim soustavy soufadnic
rT=x—2, y=y—1

potom vychézi
=2

T 2
il -1
4—|—y ;

coZ je specidlni ptipad (13) s A =4 a B = 1, tedy s hlavni poloosou ve sméru osy
x 0 délce a = 2 a vedlejsi poloosou ve sméru osy y o délce § = 1. Parametrické
rovnice k lze pro 0 <t < 27 zapsat ve tvaru

T = 2cost, Yy =sint,
v puvodni soustavé soufadnic pak ve tvaru
r =2+ 2cost, y=1+sint,

pripadné v maticovém zapisu
T —2 10 2cost

iRtk (19
Zadand ptimka (u niZ je dulezity jen smér, nikoliv poloha v R?) protind osu z
v bodé [2v/2,0] a osu y v bodé [0, 2], svira tedy s osou  thel w, pro n&jz plati
0-2v2 1

2-0 /2’

takze w = —m /6 (lze pfipustit i w = 57/6, nevedlo by to vSak k zadnému novému
vysledku, jen k jiné orientaci jedné z otacenych os). Pfitom (18) muZeme pova-
Zovat i za rovnici elipsy x*, avSak namisto = a y bychom museli dosazovat nové

soutradnice ze soustavy oto¢ené o —m /6. Chceme-li ziistat u puvodnich soufadnic
x a ¥y, nezbyva nez provést podle (10) otoceni zpét o thel 7/6; dostavame tak

][ ] ] "

Elipsa k* méa tedy parametrické rovnice

tgw =

1 1
x:2+\/§cost+§sint, y=1—cost+ —=sint.

V2
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Obecnou rovnici £* muzeme ziskat tak, ze (19) pfepiSeme v inverznim tvaru

U v | Py

sint 1/2 1/V2||y-1
¢ili (po vynasobeni druhé rovnice dvéma)

1 1
2cost = —(z—2)—=(y—1), 2sint =z — 2+ vV2(y — 1),
\/5( ) =5 —1) (y—1)

z néhoz jiz snadno pouzitim vzorce cos?t + sin?t = 1 vychazi

(J5te=2-30-1) +(@-2+vau-1) =1

Pripadné dalsi algebraické tipravy jiz ponechame laskavému a peclivému ctenari.

5 Krivky jako pruniky ploch, prostorové krivky

Obdobné jako lze pfimku v R?® popsat jako prinik dvou rovin, lze i kiivku po-
psat jako prunik dvou ploch. Prozatim jsme se podrobnéji nezabyvali rovnicemi
specidlnich (napf. kvadratickych) ploch, takZze se nejprve soustfedime na velmi
jednoduchy pripad: jedna plocha bude rotacni kuzel a druha rovina. Kuzel ¢ bude
mit Fidici kruznici o poloméru r v pudorysné, jeji stfed bude v pocatku sourad-
nic, vrchol kuzele bude ve vysce h nad pudorysnou (predpokladé se r,h € R).
Rovina p bude svirat s pudorysnou nezaporny thel w, ktery, jsa méfen v kladném
smyslu vzhledem ke kladnému sméru osy z, nepfesahne 7/2, a bude obsahovat
osu y. V zavislosti na thlu w bychom méli dostavat jako fez x plochy o rovinou 7
kvalitativné riuzné kuzelosecky, tj. jisté rovinné kiivky, i kdyz obecné v prostoru
R2, ktery jsme ztotozmili s piidorysnou. Vhodnym otodenim soustavy soufadnic
se presvédcéime, ze vSechny kuzelosecky lze identifikovat jako kvadratické krivky
VT

Ridici kruznice v pudorysné méa parametrické rovnice
r =rcost, Yy =rsint, z=0

pro 0 < t < 27. Plocha 7 je tvorena povrchovymi pfimkami, jez prochazeji
jednotlivymi body Fidici kruznice a vrcholem [0, 0, h]; jeji parametrické rovnice
tedy jsou

xr =rscost, y =rssint, z="h(1l-s) (20)

pro 0 <t <27 a s € R. Rovina 7 ma (diky své specialni poloze) velmi jednodu-
chou obecnou rovnici
z=rtgw. (21)
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Dosadime-li do ni = a z z (20), dostaneme
h(l —s) =rstgwcost;
odtud jiz muzeme explicitné vyjadrit parametr s jen pomoci parametru ¢ ve tvaru

r

-1
t t .
, tgwcos )

5 = (1 +
Rovnice fezu plochy ¢ rovinou 7 tedy jsou
r -1
x:(1+htgwcost> rcost,
r ~1
y:<1+htgwcost> rsint,

~1
z= (1+; tgwcost) rtgwcost.

Jiz naznacenym otoc¢enim soustavy soufadnic s vyuzitim (11)

T cosw 0 sinw T
Y| = 0 1 0 Y
z —sinw 0 cosw z

obdrzime popis pruniku ¢ a 7 v novych soufadnicich z a y ve tvaru

r

h
r -1

Y= <1 + 7 tgwcost) rsint,

—1
T= <1 + tgwcost) r(cosw + sinwtg ) cost,

pfi¢emz tfeti rovnice skutecné dava jen zZ = 0 (coz je kontrola, Ze otoceni bylo
vhodné). VSimnéme si také, Ze prvni z rovnic lze jesté pfepsat v ponékud jedno-
dussim tvaru

_ r 1 cost
xz(l—i—tgwcost) r )
h cos w
takze vlastné dostavame
r
T cosw <1+htgwcost):7“cost, (22)

r
iy <1 + 7 tgwcost) =rsint,
odtud povysenim na druhou a sectenim levych a pravych stran obou rovnic

2
(:I:Z cos®w + 132) (1 + %tgw cost) =2
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¢ili po odmocnéni
-
1+ 7 tgwcost = r\/72cos?w + 72

(pfipadné na pravé strané s —r namisto r, z dalsiho postupu vsSak bude ziejmé,
Ze to nebude mit na vysledek zadny vliv). Dvojice rovnic (22) tak (po vydéleni
r) ziskd podstatné jednodussi tvar

; T cosw it T cosw

cost = sint = .
ViZcos?w + 7%’ VT2 cosZw + 2

Dosazenim téchto vyrazu pro vypocet sint a cost do druhé rovnice (22) nyni (po

vydéleni 3) vychazi

T sinw r

1+ = ’
hy/z?cos?w + 4% /T cos?w + y?

po vynasobeni odmocninou ve jmenovateli pak

. — , rZsinw
e costw + vy —J—T:r

a po povyseni na druhou

— . 2

_ ) _ Zsinw

xQ(l—stw)—i—yz:T? <1— >
h

Po roznéasobeni vyrazu na pravé strané tak dostavame

27 .
2r°x sinw 9 9

Nz’ + Tty =y (23)

kde jsme v zajmu struc¢nosti zapisu pouzili nové oznaceni
2
r
— 1 _ qin2 B
n=1—sin w<1+h2> .

Rovnice (23) je klicova pro rozhodovani o charakteru kuzelosecky. Dokézali
jsme jiz, ze xk musi byt kvadraticka kiivka v 7. Déle vidime, Ze soucinitel 1 muze
byt kladny, nulovy i zaporny. Je-li roven nule, muzeme (23) pfepsat v jednodussim

tvaru
L 2r2sinw [ h
=T — .
h 2sinw

ktery po pouhém posunuti souradnicové osy ¥

h

2sinw ’

— % —%

x = —

Il
N
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je specidlnim pfipadem (14); x je tedy parabola. Pfislusny tihel w budeme nadéle
oznacovat wy. Ponévadz /12 + h? je délka prepony pravouhlého trojuhelnika,
ktery ma odvésny o délkach r a h, plati také tgw = h/r; 7 musi tedy svirat
s pudorysnou stejny thel jako tvofici pfimky kuzelu. Ty jsou na obr. 7, kde
je nastaveno r = 2 a h = 2 (a tedy wy = arctg% = m/4), zvyraznény zluté,
(ponévadz plocha o neni uzaviend, lze zobrazit jen jeji ¢ast). Fidici kruznice kuzelu
o je zakreslena cerné. Zelené je vyznacena parabola, ktera je pro w = wy hledanou
kiivkou k.

Obr. 7: Kuzelosecky — rovinné fezy rotacniho valce

Je-li n # 0, muzeme jim vydélit (23) s vysledkem

9 2r2F sinw §2 r?
4+ — + —

o S (24)

n
Je-li dokonce 1 > 0 (neboli w < wy), muzeme (24) formélné prepsat jako

r? sinw)2 7 or? < r? sin2w>
T+ LD R (25)
( nh noon nh?
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Posunuti soutadnicové osy ¥

=7+ . T =7

prevadi (24) po vydéleni pravou stranou (ta je vzdy kladné) do speciélniho tvaru
(13) s A > 01 B > 0; k je tedy elipsa. Na obr. 7 je vyznacena ¢ervené takova
elipsa pro w = /8.

Je-li n < 0 (neboli w > wy), je vhodné celou rovnici (24) jesté vynésobit —1 a
zavést oznaceni 7 = —n > 0, ¢imz dostaneme

2= o ) 2
2 2r°T sin w gy

iih 7o’

a tento vysledek pak muzeme formalné prepsat jako

2 2 _9 2 2 i 2
_ j_T?lnu) +yT:7’T 1_TS_lIlu) . (26)
nh noon nh?

prevadi (26) po vydéleni pravou stranou (ta muze byt kladna i zdporné, musime
pouze piedpokladat, Ze neni rovna nule, tedy w # 7/2) do specidlniho tvaru (15),
pricemz jedno z Cisel A, B je vidy kladné a druhé zaporné; k je tedy hyperbola.
Na obr. 7 je vyzna¢ena modfe takova hyperbola pro w = 37/8.

Zbyva podrobnéji vysetfit pfipad w = /2. Je-li vSak rovina 7 rovnobézna
s narysnou, obsahuje i vrchol kuzelu o, takze k sestava pouze ze dvou primek;
tento zavér pochopitelné vychazi rovnéz pouzitim (15). Na obr. 7 je tato dvojice
piimek vyznacena fialové. Druhy mezni pfipad w = 0 nemusime zvlast studovat
— elipsa k zde evidentné splyva se zadanou fidici kruznici kuzelu v pudorysné.

Abychom zachovali priméreny rozsah tohoto studijniho textu a podporili sa-
mostatné uvazovani, ponechavame jiz ¢tenaii zodpovézeni nasledujicich otazek:

e Jaky je parametr paraboly k pro w = wg?

e Jaké jsou délky hlavni a vedlejsi poloosy elipsy x pro w < wg? Kde lezi
stfed elipsy k7

e Jaké jsou délky hlavni a vedlejsi poloosy hyperboly k pro w > wy ? Kde lezi
stfed hyperboly « 7 Ktera z uvedenych poloos je realna? Kdy je hyperbola
K TOVNOOSa 7
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e Co se stane s kiivkou k, nahradime-li (21) rovnici z = h, pfipadné rovnici
z/h=x/r+17

Pro tplnost a vysvétleni terminologie jesté poznamenejme, Ze nase uvahy by
bylo mozno bez vétsich obtizi se srovnatelnymi vysledky zopakovat pro jakykoliv
rotacni nebo i elipticky kuZel a libovolnou rovinu v obecné poloze v R3; pokud
by vsak tidici krivka kuzelu byla parabola nebo hyperbola, nemohla by napt. x
byt elipsa. Piipustime-li, ze fidici kiivka kuzelu neni kvadraticka, povolime tim
i jiné nez kvadratické kiivky k; takové kiivky vSak uz bézné v literatuie neby-
vaji oznacovany jako kuzelosecky. Pokud bychom kuzel nahradili valcem ochudili
bychom se o pripady, kdy je x hyperbola nebo parabola, x by nicméné mohla
sestavat z dvojice pfimek, zde nutné rovnobéznych.

Obr. 8: K¥ivky vznikajici prinikem rotacniho valce s kulovou plochou

Prozatim jsme se ovSsem zabyvali jen priunikem dvou ploch, z nichz jedna byla
vzdy rovina. Soustfedme se nyni na obecny ptipad, kdy ani jedna z ploch rovina

vvvvvv

2.1 muzeme interpretovat jako prunik sroubového konoidu ¢ a rota¢niho valce
o*, ktery je popsan obecnou rovnici

2yt =1t (27)
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Nasledujici priklad 5.1 nas pak jesté presvédci, Ze i prunikem jednoduchych kva-
dratickych ploch (problematikou vytvéareni a klasifikace kvadratickych ploch se

vvvvvv

budeme podrobnéji zabyvat v dalsich kapitoldch) muze vzniknout slozitéjsi nez
kvadraticka kiivka.

Priklad 5.1: VysSetfete kiivku &, ktera je prusecnici ploch o a ¢*, je-li o pro
zadanou konstantu r» € R urcena obecnou rovnici

oyt =4t (28)
a o* je urCena obecnou rovnici (27), pfipadné obecnou rovnici

(x—7r)+y* =12, (29)

Regend: Parametrické rovnice valce o* zadaného obecnou rovnici (27)jsou
T =rcost, y=rsint, z=35 (30)

pro 0 <t < 27 a libovolné s € R. Plocha ¢ je zfejmé v obou pripadech kulova,
pouze ruzné posunuta ve sméru osy x: v obou pripadech mé polomér 27, v prvnim
ptipadé ma stied [0, 0, 0], ve druhém [r, 0, 0]. Dosazenim (30) do (28) dostaneme

r? ((3052 t + sin? t) + 5% = 4r?

neboli

(s —rV3)(s+7V3)=0.

Ponévadz na k je z = s, sestava zde k ze dvou kruznic (tedy opét jen rovinnych
kvadratickych kiivek) 22 + 4% = r? pro z = rv/3 a z = —/3, coz lze zapsat
alternativné parametrickymi rovnicemi

T =rcost, y=rt, z:esx/g,

v nichz 0 <t < 27 a e € {—1,1}. Slozit&jsi bude druhy pfipad s (29) namisto
(27). Analogii (30) pFedstavuji rovnice

x=r-+rcost, y=rsint, Z2=15 (31)
pro 0 <t < 27 a libovolné s € R. Dosazenim (31) do (28) dostaneme
2 ((1 + cost)? + sin? t) + 5% = 4r?

neboli
s? = 2r*(1 — cost) ;
odtud jiz vychazi

s = 2ersin —
2
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opét s € € {—1,1}. Parametrické rovnice kiivky &, kterd uz evidentné neni ro-
vinné, podle (31) tedy jsou

t
xr=r+rcost, y =rsint, zz?srsin§

pro 0 < t < 2m. Na obr. 8, kde je zvoleno r = 2, jsou pro zvySeni nazornosti
zluté zvyraznény vybrané fezy kulové plochy ¢ rovinami prochazejicimi osou z;
Cervené je naznacen valec o* podle (27) — plnou ¢arou je zndzornéna kiivka r,
teckovanou fidici kiivka valce v pudorysné, totéz plati pro alternativni zelené
naznaceny valec podle (29).

6 Vytvareni ploch, pfimkové a rotacni plochy

Uz v kapitole 2 jsme demonstrovali, jak lze sestavit parametrické rovnice plochy
jistych zndmych geometrickych vlastnosti v R? — konkrétné rovnice §roubového
konoidu. Tuto myslenku nyni rozpracujeme a uplatnime v pripadé vybranych
ploch technické praxe, zejména primkovych a rotacnich (a uvidime, Ze oboji se
nevylucuje). PFimkové plochy jsou takové plochy, které obsahuji néjakou soustavu
primek; to se snadno poznéa tak, ze pro pevny jeden parametr v parametrickych
rovnicich piislusné plochy dostavadme rovnici pfimky v R3. Piimkovou plochou je
tedy napt. Sroubovy konoid (a jak uvidime pozdéji, kazdy konoid) — i kdybychom
si nevzpomnéli na jeho konstrukei, staci zvolit pevny parametr ¢ v (9).

Nejprve se soustfedime na plochy, na nichz lze najit dokonce dvé nezavislé
soustavy primek, tj. naznaceny postup lze uplatnit pro libovolny z parametru.
Takovou plochou je zajisté libovolna rovina v R?3, mj. i piidorysna, kterou bychom
mohli chépat jako rovinu zadanou tfemi body P = [0,0,0], Q@ = [1,0,0] a P =
[0, 2, 0] pro zadané délky I, h € R,. Uvazujme nyni jesté étvrty bod Q = [I, h, v],
ktery se naléza ve vysce v € R nad pudorysnou; pokud bychom pripustili v = 0,
degeneroval by prostorovy ¢tyfahelnik PQQP (jenz se Casto v literatufe oznacuje
jako zborceny ctyruhelnik, ¢imz se zduraznuje, Ze jej nelze rozvinout do zadné
roviny) v obdélnik v ptudorysné. Volme nyni na spojnici PQ body M a na spojnici
PQ body M tak, aby zachovavaly tzv. délici pomér, tj. aby pomér vzdalenosti
M od P a Q byl vzdy stejny jako pomér vzdalenosti M od P a Q. Ponévadz
parametrické rovnice spojnice P() jsou

x=It, y=20, z2=0

prot € R (t =0 v bodé P, t =1 v bodé Q) Ponévadz parametrické rovnice
spojnice PQ) jsou
r=It, y=h, z =t

opét prot € R (t =0 v bodé P,t=1vbodéQ), miizeme pro M pohybujici se po
spojnici PQ) a pro M pohybujici se soubézné po spojnici PQ) sestavit parametrické



VYTVARENI PLOCH, PRIMKOVE A ROTACNI PLOCHY 32

rovnice spojnice MM
x=It, y = hs, z = vts (32)

pro s € R jez vsak uz muzeme chapat i jako rovnice jisté piimkové plochy o
pro t,s € R. Plocha o evidentné obsahuje dvé soustavy primek: k ovéfeni této
skutecnosti staci zvolit alternativné pevné t a pevné s. Na obr. 9 je pro [ = 3,
h =1awv = 2, Cervené vyznacen prostorovy ¢tyruhelnik P(), obé soustavy primek
jsou rozliseny barevné — zelené a modie, uvazujese jen 0 <t <1la (0 <s< 1.

Obr. 9: Hyperbolicky paraboloid zadany prostorovym ¢tyfuhelnikem

Pokusme se nyni z parametrickych rovnic (32) sestavit obecnou rovnici o. Vy-
nasobenim prvnich dvou rovnic dostaneme ihned xy = [hts, porovnanim tohoto
vysledku se tieti rovnici pak vychézi
z xy

v Lh’
Tato rovnice jiz silné pripominad zadani piikladu 3.5, navic totiz obsahuje jen
konstanty I, v a h. Aniz bychom tedy pokracovali jejim podrobnym rozborem,
muzeme konstatovat, ze otoceni soustavy soufadnic o thel 7/6 v pudorysné by
i zde vedlo k zavéru, ze o je hyperbolicky paraboloid. Obdobny vysledek (jen
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vvvvvv

prumétem prostorového c¢tyfuhelniku PQQP do pudorysny by nebyl obdélnik,
ale obecny (nedegenerovany) rovinny ¢tyfuhelnik. Kromé roviny a hyperbolického
paraboloidu vSak uz v R? neexistuje zadna dalsi plocha, na které by se daly najit
dvé nezavislé soustavy primek. Dalsimi pfimkovymi plochami, které se pouzivaji
ve stavebnim inzenyrstvi, se budeme soustavnéji zabyvat v osmé kapitole. Jesté
v této kapitole si vSak ozfejmime, Ze i nékteré kvadratické plochy jsou primkové.

Pokusme se nyni vytvorit néjakou dostatecné obecnou rota¢ni plochu o. Ro-
tacni plocha je takova plocha, kterd vznika otacenim néjaké kiivky s kolem zvo-
lené primky, jez se nazyva osa rotace. Pro jednoduchost budeme dusledné pted-
pokladat, Ze zvolena osa rotace splyva s osou z; pokud by to nebyla pravda, mame
(pfinejmensim teoreticky) k dispozici algoritmy posouvani a otaceni soutadnic ze
treti kapitoly. Pro zacatek se soustfedime na ptipad, Ze x lezi v narysné a nepro-
tind osu z (nemuze to tedy byt napf. piimka). MuZeme tedy predpokladat, ze k
ma parametrické rovnice

r=¢(s), y=0, z=x(s) (33)
pro vhodné realné hodnoty s. Rotace jednotlivych bodu ki¥ivky x probiha v rovi-
nach kolmych na osu z; parametrické rovnice rotacni plochy o tedy jsou

x = p(s)cost, y = (s)sint, z=x(s), (34)

kde vzdy 0 <t < 27. K sestaveni odpovidajici obecné rovnice je zapotiebi umét
vypocitat s jako funkci z ze tieti rovnice, pripadné tento vypocet v konkrétnim
pripadé néjak vtipné obejit.
Zv1ast nazorny je pripad tzv. anuloidu, kde x je pro zadana kladna cisla r
a R > r kruznice o stfedu [R,0,0] a poloméru r. Rovnice (33) tedy lze psat ve
tvaru
r=R+rsins, y=20, Z =1TCosS

pro 0 < s < 2m; rovnice (34) potom vychézeji ve tvaru
z = (R+rsins)cost, y=(R+rsins)sint, Z=17rcoss.

Lépe vsak lze sestavit i obecné rovnice, vyjdeme-li z alternativni parametrizace

(33)
r=R+evr?—s?, y=0, Z2=135
pro 0 < s < r, kde navic € € —1,1}; vysledné rovnice (34)

x:(R+€VT2—52)cost, y:(R+&?\/r2—52)sint, Z2=35

vvvvvv

primo mame z = s a se¢tenim prvnich dvou rovnic povysenych na druhou muzeme
odstranit ¢. Obdrzime tak

2 +y? = (R+€M>2
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¢ili (ponévadz €% = 1)

224y 4+ 22 — R — 1% = 2eR\/r? — 2.

Dalsim povysSenim na druhou uz dostaneme vyslednou obecnou rovnici anuloidu
o

($2+y2—|—z2 _ R? _T2)2 — 4AR2 (7“2 —y2) ‘
Vidime tak, ze anuloid neni kvadraticka plocha, ale jista specialni plocha ¢tvrtého
stupné.

35

25

Obr. 10: Horni polovina anuloidu

Z obr. 10 je snad dostatecné ziejmé technické vyuziti anuloidu v konstrukci
dopravnich prosttedku, které jiz pred vice nez sto lety zabranilo v dalsim rozma-
chu prumyslu vyroby kolomazi. Vykresluje se jen horni ¢ast anuloidu, omezena
podminkou z > 0. Je nastaveno R = 2 a r = 1; Tidici kruznice je zakreslena cer-
vené, teckované je navic naznacen jeji zrcadlovy obraz v narysné vzhledem k ose
z, vybrané kruznice na o pro diskrétni hodnoty s z (34) jsou zndzornény zelené.

Pokud bychom u anuloidu pfipustili 0 < R < r, plocha ¢ by protinala sama
sebe. Pokud bychom dokonce pripustili R = 0, rotaci kruznice kolem osy pro-
chazejici jejim stredem by vznikla kulova plocha. Rotaci kvadratickych kiivek
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k v narysné kolem osy z lze vSak vytvorit i fadu dalsich kvadratickych ploch,
jak ndm ukazi priklady 6.1, 6.2 a 6.3 a 6.4. Priklad 7.1 navic naznaci, jak lze
tento pristup zobecnit, jestlize rotaci (pohyb po kruznici) nahradime pohybem
po vhodné elipse.

Priklad 6.1: Sestavte obecnou rovnici a parametrické rovnice rotacniho elip- 4
soidu o, ktery vznikne rotaci elipsy k, jez je zadana rovnicemi

kolem osy z, a rotac¢niho elipsoidu &, ktery vznikne rotaci elipsy x kolem osy x.

Obr. 11: Rotacni elipsoidy

Reseni: Nejprve sestavime rovnice o. Elipsu » lze popsat parametrickymi
rovnicemi
T =Coss, y=20, z = 3sins (35)

pro 0 < s < 27. Parametrické rovnice o pak jsou

T = cosscost, Yy =cosssint, z = 3sin spro
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0< s <2710 <t < 27 Vydélime-li tieti rovnici tfemi, poté vSechny rovnice
povysime na druhou a vysledek secteme, dostaneme obecnou rovnici o

52
a72+y2+§:1.

Parametrické rovnice & jsou obdobné (méni se role os z a z)
= cos s, y = 3sinssint, z = 3sinscost

pro 0 < s < 2110 <t < 27. Vydélime-li druhou a tfeti rovnici tfemi, poté
vSechny rovnice povysime na druhou a vysledek secteme, dostaneme obecnou
rovnici o 2o
2
r° + 9 + 9 = 1.

Vybrané kruznice, které vytvareji prislusny elipsoid, jsou na obr. 11 pro ¢ vyzna-
Ceny Cervené a pro ¢ zelené; zadana elipsa k je zvyraznéna modie. V klasickych
ucebnicich geometrie, poznamenané snahami o zavedeni originalni ceské termi-
nologie, se elipsoidy obdobné ¢ nazyvaji prodlouzenymi (pfipadné vejéitymi),
elipsoidy obdobné G zplostélymi (pfipadné cockovitymi).

Priklad 6.2: Sestavte obecnou rovnici a parametrické rovnice rotacniho hy- E
perboloidu o, které vznikne rotaci hyperboly k, jez je zadana rovnicemi '

kolem osy z, a rota¢niho hyperboloidu &, ktera vznikne rotaci téze hyperboly x
kolem osy .

Reseni: Nejprve sestavime rovnice o. Hyperbolu s lze popsat parametrickymi

rovnicemi
52
r=-¢e4/1l + 79 , Yy = 0’ z =8

pro libovolné realné s, pricemz € € {—1,1}. Parametrické rovnice o pak jsou

52 52
r=c 1+§cost, y==¢c 1—|—§sint7 Z2=5

pro libovolné realné s a 0 < t < 27. Dosadime-li s = z ze tfeti rovnice do prv-
nich dvou, prvni dvé rovnice povysime na druhou a vysledek sec¢teme, dostaneme

obecnou rovnici o

22

2 2
x4yt ——=1.
¥

Hyperbolu x lze rovnéz popsat parametrickymi rovnicemi

r=s, y=0, z2=3svs?—1
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pro s < —1 nebo s > 1, pfi¢emz ¢ € {—1,1}. Parametrické rovnice & jsou pak
(méni se role os z a z)

r=s, y = 3eVvs?— lsint, 2z =3evs?— 1cost

pro s < —1 nebo s > 1 a0 < t < 27. Dosadime-li s = x z prvni rovnice
do zbylych dvou, tyto zbylé rovnice po vydéleni tfemi povysime na druhou a
vysledek secteme, dostaneme obecnou rovnici &

Vybrané kruznice, které vytvareji prislusny hyperboloid, jsou na obr. 12 pro o
vyznaceny Cervené€ a pro ¢ zelené; zadanad hyperbola « je zvyraznéna modie. Hy-
perboloidy obdobné o se obvykle nazyvaji jednodilnymi, hyperboloidy obdobné
0 dvoudilnymi. Zde se nejedna o pouhou terminologickou poznamku: jak jesté
uvidime, jednodilny hyperboloid je na rozdil od dvoudilného pfimkova plocha,
prirozené je rovnéz zobecnéni takového rozlisovani i pro nerotacni hyperboloidy.

Obr. 12: Rotac¢ni hyperboloidy

Priiklad 6.3: Sestavte obecnou rovnici a parametrické rovnice rotac¢niho pa-

]
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raboloidu o, kterd vznikne rotaci paraboly k, jez je zaddna rovnicemi

kolem osy z, a rota¢niho paraboloidu &, kterad vznikne rotaci paraboly &, jez je
zadana rovnicemi

kolem osy .

Reseni: Nejprve sestavime rovnice o. Parabolu x lze popsat parametrickymi
rovnicemi
T =S5, y=20, z = 3s°

pro libovolné realné s. Parametrické rovnice o pak jsou

T = scost, = ssint, z = 3s?

pro libovolné realné s a 0 < t < 2xw. PovysSime-li prvni dvé rovnice na druhou,
treti vydélime tfemi a vysledek sec¢teme, dostaneme obecnou rovnici o

z

2 2

= Fy.

3

Rovnice k a & 1ze sestavit pouhou zaménou role x a z: parabola £ ma parametrické
rovnice
r = 3s?, y=20, z2=35

pro libovolné realné s, parametrické rovnice & jsou
T = 3s°, Yy = ssint, z =scost
pro libovolné realné s a 0 <t < 27, ¢emuz odpovida obecna rovnice

x
2 .2

— =y + 2z

3

Vybrané kruznice, které vytvareji prislusny paraboloid, jsou na obr. 13 pro o

vyznaceny cervené a pro o zelené; zadana parabola k je zvyraznéna modre, zadana

parabola k fialové.
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Obr. 13: Rota¢ni paraboloidy

Priklad 6.4: Sestavte obecnou rovnici a parametrické rovnice rotacniho ku-
zelu o, ktery vznikne rotaci primky p, jez je zadana rovnicemi

r—5 =0, y=0,

z
3
kolem osy z, a rotacniho valce &, ktery vznikne rotaci primky p, jez je zadana

rovnicemi
r—3=0, y=20,

kolem stejné osy.

Reseni: Obé plochy o a & jsou jednak rotac¢ni, jednak pfimkové; jednodussi
bude uvazovat je jako pfimkové. Tvorici pfimky kuzelu o spojuji vrchol [0, 0, 0]
s jednotlivymi body kruznice k v roviné z = 3, kterd ma parametrické rovnice

T = cost, y =sint, z=3

pro 0 <t < 27. Parametrické rovnice o tedy jsou

T = scost, Yy = ssint, z=3s
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pro 0 <t <27 a0 <s <1 Dosazenim s = z/3 podle tfeti rovnice do prvnich
dvou rovnic, jejich povysenim na druhou a naslednym sectenim vychézi obecna

rovnice o

Tvorici ptimky valce ¢ vedené jednotlivymi body kruznice x jsou rovnobézné

2

2 2 7
——=0.

rt+y 9

s osou z. Parametrické rovnice & jsou tak pouze

pro 0 <t < 2m a0 <s < 1. Treti z téchto rovnic déle ani nevyuzijeme; jinak

T = cost, Yy =sint, z=S5

stejnym postupem jako pro ¢ dostaneme obecnou rovnici &

Tu jsme nicméné mohli psat ihned bez vypo&tu — obecnd rovnice & v R3 musi
byt shodna s obecnou rovnici k v R?. Vybrané kruznice, které vytvareji ptislusny
kuzel, jsou na obr. 14 pro o vyznaceny cCervené a pro ¢ zelené; zadana ptrimka p

2y =1.

je spolecné s kruznici x zvyraznéna modfe, zadana primka p fialové.
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Obr. 14: Rotacni kuzel a valec
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Pti konstrukei rotac¢nich ploch jsme se prozatim omezili na pripady, kdy rotu-

jici kiivka lezela v roviné osy rotace; v prikladech 6.1, 6.2 a 6.3 se navic jednalo
o kvadratické krivky s nékterou osou splyvajici s osou rotace, v pfikladu 6.4
dokonce o pfimky. Moznych zobecnéni se nabizi mnoho: pro ilustraci si aspon
v§imneme pripadu, kdy kolem osy z bude rotovat mimobézna primka p, a vytva-
fet tak rotacni primkovou plochu o. Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze
pro néjaké redlné konstanty u, v, zg a yo ma piimka p smérovy vektor (u,v,1) a
prochazi bodem [z, 3o, 0]; pfedem vylouc¢ime vSechny p¥ipady zov = you. Pfimka
p mé potom parametrické rovnice

T =x9+ ut, Yy =1y +vt, z=1

pro libovolné ¢ € R. Rovnice plochy o tedy vychazi

x =\/(xg +ut)? + (yo + vt)2cos s =/(xg+ut)? + (yo +vt)?sins, z=t
V(@wo +ut)? + (yo+ vt) coss, y y ,

pro totéz t a 0 < s < 2m. Dosadime-li do prvnich dvou rovnic ze treti t = z,
povysime je na druhou a se¢teme, obdrzime obecnou rovnici o ve tvaru

%+ y? = (v + uz)* + (yo +v2)?;

vidime jiz, ze se jedna o kvadratickou plochu, zbyva jen vysettit, o kterou. Jed-
noduchymi algebraickymi upravami dostaneme

2%+ 9 = 2f + 2(wou + yov)z + (v +v?)2?,

po vydéleni u? + v? potom ve snaze zbavit se nepfijemného druhého aditivniho
¢lenu na pravé strané

22 +y? a2 +y? Tol + Yov \ 2
v _ %o yo—( 0 yo) +(z~|—ou+yovu2+v2>

w2+ 02 w2 4 02 u? + v?
neboli ) ) ,
Tty 9 2\2 [TV — YoU
m—(2+0u+yovu + v ) = (M) .

Ponévadz xgv # you, nemuze byt prava strana rovna nule. Muzeme tedy celou
rovnici vydélit pravou stranou; tak dostaneme

u? + v? w402 \?
—2(1’2+92)— S =1,
(ov + you) ToVU — YoU

kde
ToU + YoV
u? 4 v?
realizuje posunuti ve sméru osy z. Porovname-li tento vysledek s prikladem 6.2,
muzeme vidét, ze jde o dvoudilny hyperboloid; podrobnéji se ovsem ke klasifikaci

zZ=z
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kvadratickych ploch vratime v nasledujici kapitole. Na obr. 15 je zadana primka
prou = v = x9g = 1 a yp = 0 zvyraznéna modfe, cervené je naznacena rotace
v rovinach z = 0 a z = 0, vybrané povrchové primky o jsou vykresleny zelené.

Pro hlubsi pochopeni predchozich Givah muze byt uzite¢né samostatné zodpo-
vézeni nasledujicich otazek:
e Jak se muze kvalitativné zmeénit posledné studovana primkovéa plocha, pripustime-
i zgv = you?
e Jakéd plocha vznikne, mé-li pfimka p namisto smérového vektoru (u,v, 1)

smérovy vektor (u,v,0)? Muze to byt (celd) rovina ?

e Bude i plocha o z prikladu 6.3 kvadraticka, bude-li parabola x rotovat kolem
osy x namisto osy z 7

Obr. 15: Jednodilny hyperboloid jako pfimkova plocha

7 Kvadratické plochy

V této kapitole se soustfedime na rozliSovani kvadratickych ploch podle jejich
obecnych rovnic. Ponévadz jsme se az dosud zabyvali jen rotacnimi a piimko-
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vymi kvadratickymi plochami, ukdzeme si nejprve na ptikladu 7.1, jak lze snadno
namisto rotacnich ploch vytvaret obecnéjsi, v nichz se namisto obvyklé rotace,
charakterizované pohybem po kruznici, uvazuje jista zobecnéna rotace, charak-
terizovand pohybem po elipse (délka hlavni a vedlejsi poloosy elipsy nemusi tedy
byt stejnd).

Piiklad 7.1: Sestavte obecnou rovnici (obecného, tzv. trojosého) elipsoidu
o, kterd vznikne zobecnénou rotaci elipsy k z prikladu 6.1 definovanou tak, ze
namisto po kruznici bude kazdym fezem ¢ rovinou rovnobéznou s pudorysnou
elipsa, jejiz délka hlavni poloosy ve sméru osy x bude dvojnasobkem poloméru
rotace z pfikladu 6.1 a délka vedlejsi poloosy ve sméru osy y bude polovinou
poloméru rotace z prikladu 6.1.

Reseni: 7 parametrickych rovnic elipsy x (35) snadno sestavime parametrické
rovnice o

1
r =2cosscost, y:§cosssmt, z =3sins

pro 0 < s < 2mi0 <t < 27 od (36) se tyto rovnice li§i pouze soucinitelem 2
namisto 1 v prvni rovnici a soucinitelem % namisto 1 ve druhé rovnici. I nadale
muzeme postupovat stejné jako v ptikladu 6.1: staci, vydélime-li prfedem prvni
rovnici dvéma a druhou vynasobime dvéma. Vysledna obecna rovnice o je

2 2

xr 4
=1,
1 T Ty

Poznamenejme jesté, Ze takovou rovnici bychom dostali z (36) v novych soutad-
nicich také jednoduchou afinitou (11) pro

Ms =

O Owi
o N O

0
0
1

Tato transformace evidentné neni ani posunutim, ani oto¢enim — to vSak prave
potiebujeme, chtice zadanym zpusobem deformovat kruznice v elipsy. Grafické
znézornéni ponechdme ¢tenéri; vysledek bude (aZ na méfitko na osach x a y)
stejny jako v prikladu 6.1.

Postup se zobecnénou rotaci z prikladu 7.1 lze pouzit nejen pro sestaveni
rovnic obecného elipsoidu, ale i obecného (jednodilného i dvoudilného) hyperbo-
loidu, eliptického paraboloidu, kuzelu ¢i valce — v tomto smyslu by bylo mozno
modifikovat i priklady 6.2, 6.3 a 6.4.

Pfimkovymi plochami jsou (kromé rovin) jen tyto kvadratické plochy: jedno-
dilny hyperboloid (nemusi byt rotacni), z paraboloidu (tj. z kvadratickych ploch
ruznych od kuZelu, jejichZ rovinnymi fezy mohou byt paraboly) jen hyperbo-
licky paraboloid a také jakykoliv valec nebo kuzel, vznikajici obdobné jako v
ptikladu 6.4 — jen Fidici kiivkou v piipadé valce muze byt elipsa (u rotacniho
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vélce specidlné kruznice) parabola nebo hyperbola, podle ¢ehoz rozlisujeme elip-
ticky, parabolicky a hyperbolicky vélec, zatimco v piipadé valce jsme uz ve tieti
kapitole shledali, Ze na ¥idici kvadratické kiivce tolik nezélezi (tato kiivka i vr-
chol véalce nebo osa kuzelu mohou byt pochopitelné v obecné poloze). Piiklad 7.2
vsak poukaze jesté na jiny zpusob vytvareni kvadratickych ploch: takové plochy
mohou vznikat i jako pfimky rtznobézné se tfemi mimobéznymi pfimkami, tzv.
pricky tfi mimobézek. Obdobna tloha hledani pricek dvou mimobézek ma ne-
kone¢né mnoho feSeni — pripomenme si v této souvislosti napr. oblibenou tlohu
line4rni analytické geometrie v R? o hledani tzv. stfedni pficky dvou mimobézek,
tj. takové pricky dvou mimobézek, ktera mimobézky protina v bodech o nejmensi
mozné vzajemné vzdalenosti (tedy vlastné vzdalenosti dvou mimobézek).

Obr. 16: Kvadraticka plocha vytvofena z pricek ti mimobézek

Piiklad 7.2: Pfimky pq, p2 a ps jsou zadany takto: p; je spojnici bodu [1, 0, 0]
a [0,1,0], po prochdzi bodem [0, 0, 1] rovnobéZné s osou x a ps prochazi bodem
0,0, 2] rovnobézné s osou y. Ovéite, zda soustava ptimek p ruznobéznych s py, po
i p3 vytvari néjakou kvadratickou plochu . Pokud ano, sestavte jeji parametrické
rovnice a obecnou rovnici a zvazte, o jakou plochu se jedna.

Reseni: Z4dné dvé z pifmek p;, p, a p3 nemaji ziejmé spoleény bod — viz obr.
17; ma tedy smysl pokracovat v odvozeni. Parametrické rovnice primek p;, ps a
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p3 postupné jsou

=t, y=1—-t, z=0,
=3, y=20, z=1,
r=0, y=gq, z=2

pro libovolna ¢, s, g € R. Zvolime-li pevné parametr ¢, vybereme si tim konkrétni
bod P na p;. Spojnice P s jinym bodem na ps mé smérovy vektor (s —t,t—1,1),
zatimco Spojnice P s je§té jinym bodem na p3 mé smérovy vektor (—t,g+t—1,2).
Tyto dva smérové vektory, byvse vztazeny k bodu P, by obecné uréovaly v R?
rovinu; my vsak chceme, aby urcovaly pouze primku: museji byt tedy kolinearni,
tj. musi soucasné platit 2(s —t) = —ta2(t—1)=q+t—1,atedy s =t/2 a
q =t — 1. Parametrické rovnice o tak lze zapsat ve tvaru

x:t(l_g), y=(1-n1-8, ==¢

pro t, & € R. Dosazenim & = z z tfeti rovnice do prvni rovnice vychézi

2

t= ,
2—2z

dosazenim tohoto vysledku do druhé rovnice pak

y=<1—2mj>ﬂ—2%

—Z

2—2)y=(2—-2z—2x)(1—2) cili
2—2r —2y—3z+ 2wz +yz+ 22 =0; (37)

vidime tedy, ze o je skutecné kvadratickd plocha. V dalsim textu se sezndmime
s algoritmem, podle néhoz lze zjistit, o kterou plochu se jednd, véetné pripadného
urceni stfedu, poloméru ¢i délek poloos apod. V tomto konkrétnim prikladu by
vsak realizace tohoto algoritmu byla slozita a zdlouhava, proto aspon predbézné
vySetfeme o jinym (méné obecnym) zpusobem, vyuZzivajicim poznatku z minulé
kapitoly. Rovnici (37) nejprve formalné prepiseme jako

2@ —-1)z+@y—1z—2(x—-1)—-2(y—1)=2,
a tak pro posunuté soutadnice T =x — 1 a § = y — 1 obdrzime
2024+ Yz —2x — 2y =2.

Pro vSechna realna cisla 19 dostavame dvé nezavislé soustavy primek, vyjadienych
jako prisecnice rovin: prvni ve tvaru

20+ =1, G+2=10%
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a druhou ve tvaru
7+2=9027+7), z=1;

plocha o je tedy hyperbolicky paraboloid. Na obr. 17 jsou cervené zvyraznény
primky pi, po a ps, zelené pak vybrané primky plochy o.

Nyni jsme dostatecné pripraveni porozumét algoritmu, ktery ndm umozni
klasifikovat jakoukoliv kvadratickou plochu v R? na zakladé jeji obecné rovnice.
Pfipometime, Ze obdobnym problémem jsme se pro kvadratické k¥ivky v R? sou-
stavné zabyvali ve ¢tvrté kapitole; nyni vSak muzeme ocekavat podstatné vice
ruznych moznosti, a tak se nejprve dohodneme na tom, co budeme povazovat
za rovnice jednotlivych typu. Pfedné budeme za rovnice stejného typu povazo-
vat takové, jez lze vzajemné prevadét pouhou cyklickou zaménou proménnych od
(x,y, z) pres (z,z,y) k (y, z, x): nebudeme tedy muset zvlast studovat napf. plo-
chu 22 — 3%+ 32% = 1, pokud jiz budeme znét vlastnosti plochy 322 +y? — 22 = 1;
takovou zaménu by stejné bylo mozno interpretovat jako specialni otodeni v R3.
Za rovnice stejného typu budeme navic povazovat i takové, jez lze vzajemné pie-
vadét rovnéz jinou vzajemnou zaménou proménnych x, y a z, tim vlastné povo-
lime i zménu orientace souradnicovych os: nebudeme tedy muset zvlast studovat
napf. ani plochu y? — 22 + 322 = 1. Zajemci o co nejobecné&jsi kritéria, formulo-
vana na zakladé jistych specidlnich charakteristik, neménicich se pfi transformaci
soufadnic posunutim a otocenim (tzv. ortogonélnich invariantiu) nebo asporti pii
transformaci soufadnic samotnym otoc¢enim (tzv. ortogonélnich semiinvarianti),
vyzadujicich vy¢islovani fady determinantu druhého az c¢tvrtého fadu, najdou
nicméné Gplné informace v tabulkach [3], str.212.

Analogicky (12) vznikd obecnd rovnice kvadratické plochy o v R?
Ar? + By? + C2* + Doy + Exz+ Fyz +arx + by +c2+d=0; (38)

je tedy pfirozenym zobecnénim rovnice roviny (7), v niz kromé konstant a, b, ¢, d €
R vystupuji i dalsi konstanty A, B,C, D, E, F' € R. Prochazi-li ¢ poc¢atkem sou-
fadnic, muzeme opét bez jmy na obecnosti volit d = 0, v opa¢ném piipadé staci
volit d = —1. Pokud je (38) vA=B=C=D=F=F =0, je 0 rovina v R?
s popularni obecnou rovnici ar+by+cz = 1 nebo ax+by+cz = 0; timto pripadem
se dale nebudeme zabyvat. Posouvanim a otacenim soustavy soufadnic (z,y, 2)
podle druhé kapitoly jinak umime (aspon teoreticky, skutecny vypocet muze byt
velmi pracny) prevést (38) s d = 0 ¢i d = —1 do asponi jednoho z nésledujicich
tvara:

() A=D=F=a=0necboB=D=F=0b=0neboC=FE=F=c=0,
tj. jedna ze souradnic bude zcela chybét,

(b)) D=E=F=a=b=c=0asoutasné A # 0, B#0aC #0, tj.
soufadnice zbudou pouze v ryzich kvadratickych ¢lenech,
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(c) totéz s A =0, avSak s a # 0 namisto A # 0, pfipadné totéz s B = 0, avSak
s b # 0 namisto B # 0, pripadné totéz s C' = 0, avSak s ¢ # 0 namisto
C #0.

Ptipadem (a) se nemusime podrobné zabyvat: staci si pfipomenout diskusi nad
(13), (14) a (15). Je-li nékterou z téchto t¥i rovnic uréena kfivka s v pudorysné,
je o valec, jehoz tvorici pfimky jsou rovnobézky s osou z vedené body krivky
r; pro Az? + By? = 0 s kladnym A i B dostavdme ovSem namisto kvadratické
plochy pouze osu z. Pri ptripadné cyklické zaméné proménnych se pochopitelné
muze pudorysna ménit v narysnu ¢i bokorysnu; tuto evidentni skutec¢nost uz dale
nebudeme opakované zduraznovat.

V piipadé (b) dostaneme nakonec vzdy jednu z rovnic:
T\ 2 n% 2\?
()= (5) () - %
5 s\2 A\ 2
Z) —(Z2) =1 40
HORORE R
O 7 I R 41
(5)-() - .
() S (2) o, 42
“(5) - () -o i

(43)

7 N VRS 7 N
ol 218 28
N—— N—— N———

a, ( a vy jsou kladna ¢isla, charakterizujici délky poloos plochy o; tato plocha ma
vzdy stied v poc¢atku soutadnic. Pro iiplnost poznamenejme, ze teoreticky bychom
jesté mohli dostat i modifikaci (39) s nulou na pravé strané, takové rovnici by
vsak vyhovoval pravé pocatek soufadnic.

Rovnice (39) popisuje elipsoid o. Jsou-li dvé z ¢isel a, § a 7 shodné, je o
rotacni elipsoid. Plati-li a = § = 7, je o kulova plocha (a « je pochopitelné jeji
polomér).

Rovnice (40) popisuje jednodilny hyperboloid, rovnice (41) dvoudilny hyper-
boloid o. Reélné jsou pro (40) pouze poloosy na soufadnicovych oséch x a y, pro
(41) pouze poloosy na soufadnicovych osach y a z. Je-li v (40) nebo (41) a = g,
je o rotacni jednodilny hyperboloid. Specialni nazvoslovi pro a« = v ¢ § = v
v (40) ¢i (41), které by zobectiovalo pojem rovnoosé hyperboly v R?, se pouziva
ziidka, a zde je proto neuvadime.

Rovnice (42), jejiz alternativni tvar ziejmé je

RORONRORUI
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popisuje kuzel o: fezy rovinami rovnobéznymi s pudorysnou jsou elipsy (kromé
samotné pudorysny, kde elipsa degeneruje v jediny bod [0, 0, 0]). Je-li & = 3, byva
plocha o (z ryze formélnich duvodu) oznacovéna jako rotacéni kuzel.

V piipadé (c) dostaneme nakonec vzdy jednu z rovnic:

2 2
1;\—1—3,2:25,2, (44)
2 2
%—y—zm, (45)
1

kde € € {—1,1}; A a p jsou kladna disla, interpretovatelna jako parametry pa-
rabol, které vznikaji fezem plochy o narysnou a bokorysnou; osou této plochy je
osa z a vrcholem bod [0, 0, 0].

Rovnice (44) popisuje elipticky paraboloid o. Je-li A = p, je o rota¢ni para-
boloid. Pidorysna je vzdy te¢nou rovinou o. Je-li € = 1, lezi ¢ nad pudorysnou
(z > 0) s vyjimkou svého vrcholu (z = y = z = 0); je-li e = —1, lezi o analogicky
pod pudorysnou (z < 0).

Rovnice (45) popisuje hyperbolicky paraboloid o. I zde je pudorysna vzdy
tecnou rovinou o, vrchol o je vSak sedlovym bodem a e rozhoduje jen o orientaci
parabol, jez jsou fezy ¢ rovinami rovnobéznymi s narysnou a bokorysnou.

Nové priklady kvadratickych ploch snad uz ani nepotfebujeme, pro osvojeni
navrzeného algoritmu muze byt nicméné uzitecné zamyslet se nad néasledujicimi
otazkami:

e Jak se se znalosti pravé navrzeného algoritmu zjednodusi uvahy pfi feseni
priklada 3.4 a 3.57

e Pokud bychom chtéli analogicky zpracovat i priklad 7.2, co by bylo nejob-

vvvvvv

e Jak Ize na néktery z vyjmenovanych tvart uvést obecnou rovnici valce s ti-
dici parabolou y = 2 v pudorysné a vrcholem [0, 0, 1] ?

e Proc¢ jsme specialné nerozliSovali elipticky, parabolicky a hyperbolicky ku-
zel; jde vubec o ruzné kvadratické plochy 7

8 Specialni primkové plochy a konoidy

V prikladu 7.2 jsme vytvareli plochu, kterda protinala trojici primek p;, ps a p3
v R3; vysledkem byla jist4 kvadratickd plocha o. P¥irozenym zobecnénim je po-
kusit se primkovou plochu o sestrojit tak, aby protinala tii zadané kiivky ki,
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vvvvvv

ale mozna pouzitelnéjsi v technické praxi. Specialni prlmkova plocha, vzmkne,
nahradime-li kfivku x3 nevlastni pfimkou nékteré (napf¥. soufadnicové) roviny 7;
tvofici primky o pak protinaji dvé kiivky k1, ko a jsou rovnobézné s rovinou 7,
o se obecné nazyva konoid. Ve druhé kapitole jsme se jiz seznamili se special-
nim piipadem sroubového konoidu: x; byla Sroubovice, ko osa z a 7 pudorysna.
V této kapitole nebudeme budovat obecnou teorii pfimkovych ploch, ale soustte-
dime se jen na vybrané plochy, ¢asto pouzivané ve stavebnim inzenyrstvi. Nejprve
se vSimneme dalsich nejznaméjsich konoidu. Kfivky k1, ko a pripadné i k3 bu-
dou na vSech obr. vyznaceny cervené, vybrané piimky plochy o zelené; v zajmu
prehlednosti budou nékdy zobrazeny jen technicky vyznamné c¢asti ploch.

0.8 'Q) %, ‘
. W };;0 0 % m \

/¢ M N m,nm
/¢ l M \

_2 _2

Obr. 18: Kruhovy konoid

U kruhového konoidu je kiivkou x; kruznice x v pudorysné
24yt =12, z=0

a kiivkou ko pfimka p o rovnici z = h v narysné (y = 0), rovinou 7 je pudorysna;
zadany jsou kladny polomér r a kladné vyska h. Parametrické rovnice « lze zapsat

ve tvaru
x=t, y=eVr2—t?, z2=0,
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kde e € {—1,1} a t € R, zatimco parametrické rovnice p pro totéz ¢ jsou
r=t, y=20, z=h.

Odtud snadno dostaneme parametrické rovnice o
x=t, y = sevr? —t?, z=(1-s)h,

v nichz vystupuje navic jen s € R. PovySenim druhé rovnice na druhou a vynéa-
sobenim vysledku ¢islem h? dostaneme

(hy)? = (r — 1)?.

Z prvni a tfeti rovnice mame piimo ¢t = x a hs = h — z; po dosazeni tak vychazi
obecna rovnice o ¢tvrtého stupné

(hy)* = (h— 2)2(* — 2.

Na obr. 18 je zvoleno r =2 a h = 1.

U Kiipperova konoidu je kiivkou ; kruznice « (jind nez u kruhového konoidu)
v pudorysné
224+ =rz, z =0,

a kiivkou kg 0sa z, rovinou 7 je rovina xz = z; zadan je kladny polomér r. Kruznici
k lze také zadat predpisem

™2 o, (7“)2
T — = == , z2=0,
( 2) AR
z néhoz vychézeji parametrické rovnice

x = - (1+cost), y:gsint, z2=0, (46)

N3

kde 0 <t < 2m. Parametrické rovnice osy z jsou

kde g € R. Ponévadz normalovy vektor roviny 7 je (1,0, —1), muze byt smérovym
vektorem tvofici pfimky plochy o jediné vektor v(1,u, 1) pro v € R; v je néjaky
realny soucinitel. Tyz smérovy vektor vsak ma mit také slozky

r ro.
V:§(1+COSt), Vu:§smt, v=—q,.

Porovnanim pravych stran prvni a tfeti rovnice obdrzime

ro. t
= ——sint,
1= 75
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a parametrické rovnice o tedy jsou

-1
x:r—;(l-l—cost), y:gsint, z:¥(l+cost),

opét navic s s € R. Pfimym vypoctem odtud dostaneme
2

(.7:2 —i—y?)(g; —z) = 52 (g)Q (2 —|—Cost)g(1 + cost) = (7’_25(1 —i—cost) r

odtud jiz dosazenim z prvni parametrické rovnice vychazi obecna rovnice o tretiho
stupné
(2% 4+ ) (7 — 2) = ra?.

Na obr. 19 je zvoleno r = 2.

1.5

0.5

0.5

Obr. 19: Kiipperuv konoid

U Pliickerova konoidu je kfivkou x; elipsa kK v roviné x = 2z tg x, jejimz kolmjm
prumétem do pudorysny je stejnd kruznice  jako u Kiipperova konoidu, zatimco
krivkou ko je opé€t osa z, rovinou 7 je pudorysna; zadan je kladny polomér r a
kladny thel w < 7/2. Modifikaci (46) snadno dostaneme parametrické rovnice &

(1+ cost) y:gsint, z =

T = (14 cost) tgw,

N3
N3
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kde 0 <t < 27. Obdobné muzeme zapsat i parametrické rovnice potfebné ¢asti
oSy z

r=0, y=0, z=—(1+cost) tgw.

N3

Parametrické rovnice o tedy jsou

rs rs
T = —

5 (14 cost) , y = Esint, z=—(1+cost) tgw,

DN 3

opét navic s s € R. Pfimym vypoctem odtud dostaneme

2 2
(2® +y°)z = (g) s2(2 + 23(:031&)%(1 + cost)tgw = (g(l + cost)) rtgw;
odtud jiz dosazenim z prvni parametrické rovnice vychézi obecna rovnice o tretiho
stupné
(2®+y°)(xr — 2) = ra’tgw.

Na obr. 20 je zvoleno r = 2 a w = 7/6.

Obr. 20: Pliickeruv konoid

Na rozdil od konoidii jsou oblouky pfimkové plochy zadané specidlnimi kiiv-
kami k1, ko a K3, jimiz jsou pfimky nebo kruznice. Jejich rovnice byvaji obvykle
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komplikovanéjsi nez u konoidi. U montpellierského oblouku je kiivkou x; kruz-
nice K v narysne
2, .2 _ .2 _
42" =r, y=20,

kiivkou k9 osa y a krivkou k3 takova primka p rovnobézné s osou z, ze y = [ a
z = h; zadan je kladny polomeér r a kladna ¢isla [ a h > r, charakterizujici polohu
p. Parametrické rovnice x jsou

T =r1cost, y=20, z =rsint,

kde 0 <t < 27, zatimco parametrické rovnice osy y muzeme psat jako

r=gq, y=1, z=h,

kde ¢ € R. Smérové vektory piimek o museji byt (rcost, —w,rsint), ale také
v(q,l — w, h), pfi¢emz v je néjaky redlny soucinitel. Z trojice podminek

rcost = vq, —w=v(l —w), rsint = vh
tak postupné, prochazejice od treti pres duhou k prvni, dostavame

rsint vl lrsint rcost h
w = = g - —
h v—1 rsint—h’ ¢ v tgt

UV =

(vSimnéme si, ze posledni rovnici déle nebudeme ani potfebovat). Parametrické
rovnice o jsou

x =rscost, y=(1-3sw, z =rssint,
kde 0 <t < 2w a s € R, cili po dosazeni za w jako funkci ¢

Irsint

T =rscost, y=(1-s , z =rssint.

rsint — h
Vynésobime-li druhou z téchto rovnic vyrazem s(rsint — h), obdrzime
y(rssint — sh) = lrssint(1 — s)

neboli podle tfeti rovnice y(z — sh) = lz(1 — s). To lze zapsat (po vynasobeni
r) také ve tvaru rs(lz — hy) = r(l — y)z, pfipadné povySenim na druhou jako
(rs)?(lz — hy)?* = r?(1 — y)?2%. Pfitom vSak na zékladé prvni a tfeti rovnice (staci
obé& rovnice povysit na druhou a se¢ist) vime, ze (rs)? = 2%+ y?, takze jiz vlastné
dostavame obecnou rovnici o ¢tvrtého stupné

(22 + 3z — hy)* = r*(l —y)*2*.

Na obr. 21 je zvolenor =1l =1a h = 2.
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1.5

louk, u néhoz je druha primka p nahrazena v roviné rovnobézné s narysnou druhou
kruznici £ o zadaném kladném poloméru R s parametrickymi rovnicemi

xr = Rcosq, y=1, z=h+ Rsing,

kde 0 < g < 27; to vsak staci vyrazné zkomplikovat sestaveni potifebnych rovnic.
Pokusme se zopakovat postup pouzity pro montpelliersky oblouk. Smérové vek-
tory ptimek o museji byt (r cost, —w, rsint), ale také v(R cos q,l —w, h+ Rsin q),
pricemz v je néjaky realny soucinitel. Z trojice podminek

rcost = vRcosq, —w=v(l—w), rsint = v(h + Rsing) (47)

bychom radi po zkusSenostech z minulého prikladu vyjadrili v a w pomoci jediného
parametru ¢ nebo ¢; zde (na rozdil od minulého pifikladu) ddme piednost g. Pak
uz bychom totiz byli schopni (aspon teoreticky) pfejit od parametrickych rovnic
o

x = Rscosq, y=Ils+w(l—s), z = (h+ Rsing)s, (48)
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kde 0 < ¢ < 27 a s € R, k obecné rovnici. Umocnime-li prvni a tfeti rovnici (47)
na druhou a vysledek secteme, obdrzime

r? = v*(R* + h? + 2Rhsinq),

takze
Er

- VRZ+ h? +2Rhsing’
kde € € {—1,1}. Ze druhé rovnice pak vychazi

v

vl erl
v—1 er—/RE¥hZ+2Rhsing’

w =

(49)

coz je pravé w vyjadfené pomoci g, potfebné ve druhé rovnici (48). Z (48) bychom
nyni meéli vyloucit jesté parametry ¢ a s, a dostat tak ze tfl parametrickych
rovnic o jako obvykle jednu obecnou. Pfevedeme-li ve t¥eti rovnici (48) ¢len hs na
levou stranu, prvni a tfeti rovnici poté umocnime na druhou a vysledek secteme,
obdrzime
2% + (2 — sh)? = R*s%,
coz je vlastné kvadraticka rovnice pro nezndmou s
(R* — h*)s® + 2hzs — (2° + %),

jejiz Teseni je

—2hz + &\/4h22% + A(R? — h?)(2? + 22)

s= (= 7 (50)
—hz + 5\/(R2 — h?)x? + R?22
- R _ 12 ’

kde & € {—1,1}. Ze t¥et{ rovnice (48) jesté vypocteme
Rsinqzi—h; (51)
s

zde sice musime délit s, o némz navic predpokladdme s # 0, nicméné pro s = 0
bychom dostali jen osu y. Po dosazeni s z (51) do (50) a uplatnéni vysledku
spolecné s (50) ve druhé (dosud nepouzité) rovnici (48) s w podle (49) dosta-
neme znacné slozitou obecnou rovnici o, ktera vsak obsahuje jesté druhé odmoc-
niny a soucinitele € a €. Podrobné rozepisovani této obecné rovnice lze doporu-
¢it jen zvlast peclivym a vytrvalym c¢tendium, pripadné zkuSenym uzivatelum
softwaru umoziiujiciho rychlé formalni manipulace s aritmetickymi vyrazy (MA-
PLE, MATLAB, MathCAD, Mathematica apod.); ostatnim snad staci vyzradit,
Ze po pracném odstranéni odmocnin opakovanym umocnovanim na druhou bude
vysledna obecné rovnice o Sestého stupné. Soucasné na prikladu marseillského
oblouku vidime, Ze obecnd rovnice néjaké plochy o muze sice existovat, ale pro
praktické vypocty se mohou jevit jako vyrazné vhodnéjsi parametrické rovnice.
Na obr. 22 je zvolenor =1 =1, R=3/2a h=1/2.
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Obr. 22: Marseillsky oblouk

Pro ¢tenare, kterym neni cizi programovani v MATLABu, snad bude zajimavy
i zdrojovy kéd programu, pomoci néhoz byl vytvoren obr. 22 (a obdobné i vSechny
ostatni obr.) — znalost obecné rovnice o nebyla pot¥ebna:

r=1; 1=1; R=3/2; h=1/2;
q=0:.025%pi:pi; n=length(q);
x=r*cos(q); y=zeros(n,1); z=r*sin(q);
plot3(x,y,z,’r’); hold on

q0=atan(h/R); g=-q0:.025%pi:pi+q0; n=length(q);
x=R*cos(q); y=ones(n,1)*1; z=h+R*sin(q);
plot3(x,y,z,’r’);

w=r*1l./(r-sqrt (R"2+h"2+2*xR*h*sin(q))); wO=min(w);
plot3([0 0], [w0 11,[0 01,°r’);

text(R,0,0,’x’); plot3([-R R], [0 0],[0 0],’k:’);
text(0,1,0,’y’); plot3([0 O], [wO0 1],[0 O],’k:’);
text(0,0,h+R,’z’); plot3([0 0],[0 O], [0 h+R],’k:’);



SPECIALNI PRIMKOVE PLOCHY A KONOIDY 57

s=[0 1]; for k=1:m,...

x=R*s*cos(q(k)); y=lxs+w(k)*(1-8); z=(h+R*sin(q(k)))*s;
plot3(x,y,z,’g’); axis tight; end

print marseill. jpg -djpeg90

Dvé ridici kruznice a jedna tidici primka jsou typické nejen pro marseillsky
oblouk, ale i pro plochu sikmého pruchodu., u niz je k1 osa y a kg a k3 jsou
dvé kruznice k a & shodné velikosti v rovinach rovnobéznych s narysnou, avsak
s navzajem posunutym stfedem ve sméru osy z: k je charakterizovana (jako fez
rota¢niho valce rovinou) rovnicemi

(x—h?+22=r*  y=I,
kK obdobné rovnicemi
(x+h)?+22 =12, y=—I;

zadany jsou kladny polomeér r a kladna posunuti [ a h. Uvazujme nejprve prumét
K. kruznice x do narysny (y = 0). Rovina z = esz pro libovolnou nezépornou
redlnou smérnici s € R a e € {—1, 1} obsahuje automaticky osu y a v narysné se
zobrazi do jisté ptimky p (pouze bokorysnu budeme muset vySetfit samostatné —
zde nemame k dispozici vhodné s). Pro prusecik p a k. plati (x —h)*+ (sz)? = r?,
coz lze interpretovat jako kvadratickou rovnici s neznamou x

(1+ s*)a® — 2hx + h* —1?,

jez mé vzdy (omezime-li se na nezaporné z) feSeni

oh +e\J4h? —A(1+ s2)(h2 —12)  hte\fr? + (12— h?)
o 21+ 57) - e -

Zaménime-li k, za prumét kruznice £ do narysny, dostaneme stejny vyraz pro
vycisleni x, jen s —h namisto h. Parametrické rovnice o tedy jsou

—h+ey/r2 + s2(r2 — h?) 2%

= t = —[+2lt
v 1+ s2 +1+32 ’ y T,
—h+e\/12 + s2(r2 — h?) 2% .
FTe 1+ s2 +1+52 '

kde t,s € R ae € {—1, 1}; pfi sestaveni nejjednodussi druhé rovnice jsme vyuzili
skutec¢nosti, ze y se musi ménit pro jakkoliv zvolené s timérné ¢t. Vynasobime-li
prvni rovnici (1 + s?) a dosadime za t, vypoctené ze tfeti rovnice, dostaneme

h
(1+s)r=—h+ 5\/?"2332 + (12 — h?)s2x? + 7(3/ +1).



SPECIALNI PRIMKOVE PLOCHY A KONOIDY 58

Soucasné vSak vime, Ze s* = z?/x? (coZ je zfejmé i porovnanim prvni a tfeti
rovnice), takZze po vynasobeni tohoto vysledku x méme

h
2+ 22— 7Y = 5\/x2 + (12 — h?)22;
povysSenim této rovnice na druhou jiz vznikne obecnd rovnice o ¢tvrtého stupné

h
(2% +2%) — 7xy)2 =22+ (r* — h?)2*.

Na obr. 23 je zvoleno r = 2, [ = 3 a h = 1. Specidlné v dosud zanedb&vaném
pfipadu x = 0 (i zde je y = —1 + 2It) je stéle z = /r? — h?; tato s pudorysnou
rovnobézna primka patiici o je na obr. 23 pro rozliSeni zvyraznéna modre.

Obr. 23: Plocha sikmého pruchodu

Smyslem tohoto ucebniho textu neni pfipominat skutecné stavebni objekty,
na nichz je pouzito jednotlivych analyzovanych kiivek ¢i ploch, u¢inme vsak (po
Sroubovém konoidu) jesté jednu vyjimku. Nejzajimavéjsi na vyiezu z pohlednice
zbytkt hradu ve Stramberku na obr. 24 nejsou nahodili turisté, ale to, co je
vidét z ,,zabiho pohledu” jen Castecné: horni ¢ast zastreseni povéstné véze zvané
Traba. Plocha stramberské Truby je primkova plocha, jejiz fidici kruznice k i
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fidici pfimka p jsou stejné jako u kruhového konoidu; nejedna se vSak o konoid,
nebot funkci fidici roviny prebira v bokorysné lezici druhd primka p v zadané
kladné vysce H nad pudorysnou, tedy pfimka s parametrickymi rovnicemi

x=0, y=q, z=H,

kde ¢ € R. Tvorici pfimky plochy o museji mit soucasné smérovy vektor (r cost—
w,rsint, —h) a v(—w,q, H — h), kde v je néjaky realny soucinitel, a musi tedy
platit

rcost —w = —w, rsint = vq, —h=v(H —h).

Ze treti, druhé a prvni rovnice postupné vypocteme

h q_rsint__r(H—h)sint w_rcost_r(H—h)cost

T H-h’ v h T 1-v H

UV =

Parametrické rovnice o jsou
r=w(l-s), Yy =qs, z=h+(H—h)s,
kde t, s € R; po dosazeni za q a w tedy dostaneme

H—h t H — h)sint
x—T(H)COS(l—S), y——r(h)sms, z=h+(H —h)s.

Vynésobime-li prvni rovnici Hs a druhou rovnici —h(1 — s) a druhé mocniny
obou vysledkil nasledné sec¢teme, obdrzime

o?H?s* +°h*(1 — s)* = r*(H — h)*s*(1 — 5)?,
odkud dosazenim za s ze tfeti ze zminovanych rovnic, tedy

_z—h 1 _H—z
T H_n TH_n

S

po vynéasobeni (H — h)? vych4zi obecnd rovnice o étvrtého stupné
H?2*(z — h)* + h*y*(z — H)> =1*(z — h)*(z — H)?.

Na obr. 24 je zvoleno r = 2, h = 1 a H = 2; na Trubé je realizovana (v jiném
méfitku) jen ¢ast plochy pro 0 < z < h.
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Obr. 24: Plocha stramberské Truby

Naposledy si polozme jesté nékolik dopliiujicich otazek (s tim, Ze posledni z
nich nas navadi k zédkladni myslence konstrukce tzv. Hacarovych ploch, doseda-
jicich v pfimkéch na pudorysnu):
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9

e Co se stane s plochou sikmého prichodu, pfiputime-li h =07
e Bylo by u monpellierského oblouku mozné vykreslit i pfimky lezici v puidorysné ?

e Proc¢ nelze montpelliersky oblouk vibec definovat pro h = 07 Co se pro
h = 0 stane s marseillskym obloukem ?

e Jakého stupné bude plocha, ktera vznikne takovym posouvanim paraboly
y = —2x? po parabole y = z? Ze posouvand parabola zistava v roviné
rovnobézné s narysnou ? Co se o ni da fici podrobnéjsiho ? Jaky je fez této
plochy pudorysnou ? Bylo by mozné tuto plochu jednoduse upravit tak, aby
jeji fez pudorysnou byl obdélnik ?

Rozvinutelné a zborcené plochy

Plochy, jimiz jsme se zabyvali v pfedeslych kapitolach, mély vétsinou jednu ne-
piijemnou vlastnost, a to nejen z hlediska praktického lepeni papirovych modeli
staveb studenty architektury: jednalo se o plochy, které neni mozné rozvinout do
roviny. Takové plochy se tradi¢né nazyvaji zborcené; zborcena bude i tzv. plocha
vinutého sloupku z piikladu 9.1, znamé nejen z baroknich oltaru, jiz zde uva-
dime, abychom demonstrovali, Ze ne vSechny plochy stavebni praxe jsou rotac¢ni
¢i ptimkové. Ukazuje se, ze z kvadratickych ploch jsou (pochopitelné kromé ro-
viny) do roviny rozvinutelné pouze vélce a kuZely. Rozvinutelné jsou vsak i tené
plochy prostorovych kiivek, z nichz nejpopularnéjsi je asi rozvinutelna sroubova
plocha z ptikladu 9.2. V zddném z prikladu (obdobné jako u Sroubového kono-
idu) ovSem nedostaneme plochu o néjakého celo¢iselného algebraického stupné —
obecnéa rovnice nebude polynomicka.

Priklad 9.1: Sestavte parametrické rovnice a obecnou rovnici plochy vinutého

sloupku o, ktera vznikne pohybem kruznice < o poloméru r € R, v pudorysné,
pri némz se stfed x premistuje po Sroubovici x, kterda ma pro polomér R € R, a
pro vysku zavitu h € R, parametrické rovnice

ht

:ﬂ’

x = Rcost, y = Rsint, z (52)

kde 0 <t < 2, lezi-li & pfi pohybu stale v roviné rovnobézné s pudorysnou.

Reseni: Formulace zadani umoznuje ihned psat parametrické rovnice o

ht

x = Rcost+rcoss, y= Rsint 4+ rsins, z:z—,
s

kde 0 <t <27 a0 < s < 27 Prevedeme-li prvni aditivni ¢len v prvni a druhé
rovnici vzdy na levou stranu, obé rovnice povysime na druhou a vysledek secteme,
dostaneme

(x — Rcost)® + (y — Rsint)* = R*.

]
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Ze tieti rovnice vSak muzeme piimo vypocitat ¢ = 27z/h, a tak po dosazeni
snadno vychazi obecna rovnice o

2 2 2 2
(x—RcosT) + <y—RsinZZ> =72,

Na obr. 25 je zvoleno R = r = h = 1; Sroubovice k je vyznacena zelené, fidici
kruznice & (v zadané pocéatecni poloze) modfe, jeji prubézna poloha po posunuti

o pul zavitu zluté, a jeji koncova poloha pii pohybu o jeden zavit fialoveé; vybrané
£ m \
\‘,‘ \\.‘
S
g% f//
See

15

krivky na o pro pevné zvolené ¢ jsou dokresleny cCervené.
m v"""e
)
2z ////////4

QU
y 7552 95597
////////// .

0.5

Obr. 25: Plocha vinutého sloupku

Posledni ptiklad 9.1 poslouzi mj. jako propagace poznatku, ze ani klasicka ge-
ometrie se neobejde bez znalosti diferencialniho poctu, jimz jsme se dosud snazili
programoveé vyhybat; v této souvislosti se pak vedle analytické geometrie, deskrip-
tivni geometrie apod. hovoii o tzv. diferencidlni geometrii. Zde ovSem vystacime
s nasledujicim jednoduchym poznatkem: tecna ke kiivce v, ktera je popsana pa-
rametrickymi rovnicemi (5), mé smérovy vektor (p(t), (1), x(t)), v némz tecka
nad jednotlivymi symboly zastupuje derivaci podle jediné realné proménné t.

Priklad 9.2: Sestavte parametrické rovnice rozvinutelné sroubové plochy o,
ktera je vytvarena tecnami ke Sroubovici « z prikladu 9.1. Zapiste rovnéz para-
metrické rovnice kiivky v, jez je prunikem o s pudorysnou.
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Obr. 26: Rozvinutelna Sroubova plocha

Derivovanim pravych stran rovnic (52) podle ¢ dostaneme smérovy vektor li-
bovolné tvofici ptimky plochy o ve tvaru (—Rsint, Rcost, h/(27)). Parametrické
rovnice o tedy jsou

x = R(cost — ssint), y = R(sint + scost), z:;;(t—i—s), (53)
kde 0 <t < 27 at € R Pokud bychom méli ambice sestavit i obecnou rovnici
o ze tieti rovnice bychom snadno vypocetli s = 27z/h — t, nésledujici pokus
o vylouceni t z nékteré ze zbylych rovnic by vSak vedl k nelinedrni rovnici pro
t; takové rovnice se obvykle fesi (je-li to nezbytné) metodami numerické mate-
matiky, kterymi se v tomto studijnim textu zabyvat nemuzeme. Parametrické
rovnice v muzeme nicméné odvodit ptimo z (53). Polozime-li totiz z = 0 ve tfeti
rovnici, obdrzime s = —t, coz po dosazeni do prvnich dvou rovnic dava okamzité
hledané rovnice y

x = R(cost + tsint), y = R(sint — tcost), z2=0.

Pokud nés zajima jen c¢ast plochy o mezi k a 7, omezme se na —t < s < 0.
Na obr. 26 je zvoleno (stejné jako v piikladu 9.1) R = h = 1; Sroubovice & je
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vyznacena zelené, vybrané primky plochy o jsou znazornény cervené, kiivka v je
vyznacena modre.

V tomto studijnim textu jsme se stihli seznamit se zaklady analytické geo-
metrie k¥ivek a ploch, jiz je jinak v kurzu matematiky vénovano jen malo casu.
Jakkoliv po matematické strance slo jen o pouziti maticové a vektorové algebry
a zakladu analytické geometrie ve dvourozmérném a t¥irozmérném euklidovském
prostoru, jsou tyto poznatky potfebné na mnoha mistech dalsiho studia na FAST
— namatkou v integralnim poctu funkci vice proménnych, potfebném témér vsude
ve fyzice i v technickych védach, v deskriptivni geometrii, ve stavebni mechanice
pri popisu skorepin, v pozemnim stavitelstvi pfi navrhovani schodist ¢i stfech
apod. Snad piehled o této problematice v blizké budoucnosti podpofi i tvurci
pristup mladych inzenyru pfi navrhovani a realizaci stavebnich konstrukei — snad
nejen rodinnych vil ,, podnikatelského baroka“ na lesnatych pribrnénskych kopcich
s dominantnimi vinutymi sloupky a replikami véze stramberského hradu. . ..
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