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Uvod

Tato sbirka obsahuje motiva¢ni tilohy a predevsim rozsahlé soubory prikla-
du, jejichz fesenim se studenti mohou blize seznamovat se zakladnimi algo-
ritmy numerické analyzy, tj. s postupy pro priblizné feseni standardnich ele-
mentarnich tdloh, které jsou v oblasti technickych aplikaci matematiky velmi
casto pouzivany a jsou odvozeny a vysvétleny ve studijni opoie [5] " Nume-
rickda analyza”. Vytvorenim této sbirky se autofi snazili zlepsit podminky
pro vyuku predmétu Matematika IV v navazujicim magisterském studijnim
programu ”Stavebni inzenyrstvi’na Fakulté stavebni Vysokého uceni tech-
nického v Brné. Shirka

a) poskytne studentum predmétu Matematika IV velky pocet piikladu pro
procviceni schopnosti fesit jednoduché problémy uzitim téchto stan-
dardnich postupu a pro pripravu na zkousku,

b) i pii velkém poctu studentu predmétu umozni vedoucim cviceni indi-
vidualni pristup tim, ze zadani prikladu, vyznacenych ve sbirce hvézdou,
jsou zavisla na parametrech, takze kazdy student obdrzi jiné zadani,
nez ostatni. Metodika pro volbu hodnot téchto parametru i pro hod-
noceni studentskych feseni je zpracovana tak, ze od vedoucich cviceni
vyzadovala minimélni usili a

¢) vytvail podminky pro zadavani tloh, pozadujicich od studentu nejen
,,yuéni vypocet feseni danych tloh, ale i implementace postupu je-
jich teseni ve formé pocitacového programu. Vzhledem k dostupnosti
a k predpoklddanym znalostem studentu jsme za timto ucelem zvo-
lili tabulkovy procesor programového systému MS Excel. Pro ilustraci
moznosti vyuziti tohoto prostifedku jsou v kapitole 10 mozna zadani
uloh, vyzadujicich uziti tabulkového procesoru Excel.

Na strénkach Ustavu matematiky a deskriptivni geometrie lze najit sou-
bor implementaci zédkladnich algoritmu v Excelu i odkaz na parametrizované
tulohy.

Prejeme studentum, aby jim sbirka pomohla predmét Matematika IV 1épe
zvladnout a snad i povzbudit jejich zdjem o tyto ucinné a Siroce prakticky
pouzivané prostredky. Prejeme i ucitelum, aby sbirka z vyuky predmétu od-
stranila vétsinu rutinnich ¢innosti a prispéla ke zlepseni jeji kvality.

Autori

V Brné dne 28. listopadu 2012



1 Jedna rovnice pro jednu realnou neznamou

Za ucelem pripomenuti numerickych metod pro feseni jedné rovnice pro jednu
redlnou neznamou se zabyvejme feSenim této vzorové ulohy:

Cisterna ve tvaru leZiciho vdlce o poloméru 1 m je zaplnéna naftou z jedné
ctortiny. Urcete hloubku h [m] nafty v nddrzi z Obr. 1.

Na Obr. 1 je znazornén ptiény prutez nadrzi. Odtud je zrejmé, ze ob-
sah priifezu, vyplnéného naftou je obsah vysece pod tseckami AS a SC
svirajicimi thel z = ZASC o velikosti 7 - x/(27) = /2, zmenseny o obsah
trojiihelnika AC'S o velikosti (sinz)/2. Tedy obsah priifezu, vyplnény naftou
a také podil objemu nafty v cisterné k objemu celé cisterny je

r sinx T —sinx

2 2 2

a nasim ikolem je najit thel x takovy, ze

To je ekvivalentni s vyfesenim rovnice

flz)=x —sinz —7/2=0.

Obrazek 1. Pricny fez cisternou

Pohledem na Obr. 1 zjistime, Ze po vyfeSeni této rovnice najdeme vysku h
ve tvaru h = 1 — cos(z/2).



yl
1+ Yy=x — 7T/2
y =sinx
/2 T T
—7/2 Obrazek 2. Ilustrace pouziti grafické metody

Protoze

flz) =0 <= x—g:sinx

a grafy funkei z — 7/2 i sinz lze snadno schematicky nakreslit, viz Obr.
2, muzeme kofen rovnice f(z) = 0 odhadnout hodnotou z = 2. Vypoctena
hodnota f(2) = —0,480094 1iké, ze pro x = 2 je x—m/2 < sinx a to znamena,
ze Cislo 2 je mensi, nez hledand hodnota ihlu x. Proto jsme spocitali jesté
hodnotu f(2,5) = 0,330732 pro vétsi thel x = 25. Protoze funkce f je
spojitda a f(2) - f(2,5) < 0, ma funkce f v intervalu (2;2,5) alespon jeden
koten. Pro ilustraci postupu, které budou procvicovany v nize uvedenych
cvicenich budeme tlohu ,,najit x € (2;2,5) tak, aby f(x) = 07 fesit postupné
metodou

a) puleni intervalu

b) regula falsi

c) prosté iterace

d) Newtonovou

)
a) Pulent intervalu: Metoda pro vstupni data
ap < by, € >0 a f e Clag,by) s vlastnosti f(ag)- f(bo) <O

postupné pro i = 1,2, ... pocita stted s; = (a;—1 +b;—1)/2. Je-li s;, —a;—1 > ¢,
urci novy interval

s a; = a;1, by =s;, kdyz f(a;-1)- f(si) <0
{airbi), - kde { a; = si, by ="bi1, kdyz f(s;)- f(bi-1) <0 °

Je-li s; —a;_1 < €, vypocet skonci s vysledkem = = s; a s chybou aproximace
mensi, nez s; — a;_1.

Prubéh teSeni ulohy metodou puleni s chybou, mensi nei ¢ = 0,01 je
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zaznamenan v Tabulce 1.

1 a;—1 sgnf(al-_l) bi—l Sgnf(bz-_l) S; SgIlf(SZ‘)
1]2 B 2.5 T 2.25 _
212,25 - 2,5 + 2,375 +
312,25 - 2,375 + 2,3125 +
41225 _ 2,3125 + 2,28125 +
5| 2,28125 - 2.3125 + 2,206875 :
6 | 2,296875 - 2,3125 + 2,304687 -
Tabulka 1

Vysledek: z = 2,304687 £ 0,0078125 a tedy h = 0,593653.

b) Regula falsi: Tato metoda se od metody puleni lisi préavé v tom, ze bod
s; € (aj_1,b;_1) se pocita predpisem
6 — ai—1f(bi—1) — bi—1f(ai—1)
' f(bi—1) — flai-1)

a vypocet skonci, jakmile |f(s;)| < €. Pak z = s;. Na rozdil od metody puleni
neni znamy pravdivy odhad chyby vypoctené aproximace.

Pribéh feseni tlohy metodou regula falsi s chybou, mensi nez € = 0,01 je
zaznamenan v Tabulce 2. Podminka |f(s;)| < € je v tomto piikladu splnéna
jiz po dvou krocich.

v | Qi f(ai—l) bi—1 f(bi—l) Si f(Sz)
11]2 -0,480094 | 2,5 | 0.330732 | 2,296053 | -0,023073
2| 2,296053 | -0,023073 | 2,5 | 0,330732 | 2,309353 | -8,84e-4

Tabulka 2
Vysledek: z = 2,309353 a tedy h = 0,595786.

¢) Prostd iterace: Rovnice f(x) = 0 se nejprve prevede na ekvivalentni tvar
r = F(x) tak, aby |F'(x)| < «a pro koeficient kontrakce o < 1 a pro vSechna x
z nékterého intervalu obsahujiciho feseni. Pak se zvoli nulta aproximace x( co
nejblize k feSeni a pocitaji se aproximace 1, xo, ... predpisem x;,1 = F(x;)
pro ¢ = 0,1,.... Vypocet skonéi, jakmile |x;\1 — x;|] < € a vysledkem je
aproximace x;,; TeSeni ulohy.

Protoze teseni vzorové tlohy lezi v intervalu (2;2,5), prevedeme rovnici
f(z) =0 na tvar x = sinz + 7/2 = F(x). Plati totiz

F'(z) =cosz a |cosz| <0,801144 <1 pro z € (2;2,5).

5



ulohu tedy feSime metodou prosté iterace s chybou, mensi nez € = 0,01 tak,
ze za nultou aproximaci zvolime napftiklad stfed intervalu xy = 2,25 a pro
i =0,1,... po¢itdme z;;; = sinz; + 7/2. Pak polozime = = x;,4, jakmile
|zi1 — x| < e. Vypoctené aproximace z; jsou zaznamenany ve druhém
sloupci Tabulky 3. Pozadované presnosti bylo dosazeno po 7 krocich.

012,25 2,25

1| 2,34887 | 2,34887

2] 2,28306 | 2,28306

3| 2,32768 | 2,30936

4| 2,29778 | 2,31023

5| 2,31798 | 2,30965

6 | 2,30440

7| 2,31356 Tabulka 3

Vysledkem je aproximace feseni 2,31356 a tedy hloubka A = 0,597711. Protoze
v tomto piipadé nelze koeficient kontrakce a na intervalu (2;2,5) volit menst,
nez 0,801144, je konvergence vypoctené iteracni posloupnosti pomala.

Konvergenci itera¢ni posloupnosti lze zrychlit Steffensenovou metodou:

ot S sis S S\ .S _ s
Pro danou nultou aproximaci xy se spocitd 7 = F(zj), 25 = F(z7),
S _ .52
s s (x5 — 27)

75 = 73 vj = F(3), 23 = F(z})

x5 — 227 + xf’
a kazda dals{ trojice x5, 2%, 1, 25, se pocitd stejnym postupem. Viz [5],
odst. 4.2, Poznamka 1.

Prvky z? rychleji konvergujici posloupnosti, ziskané Steffensenovou me-
todou jsou uvedeny ve tretim sloupci Tabulky 3. Pro dosazeni presnosti
0,01 stacilo 5 kroku Steffensenovy metody. Vysledek je x = 2,30965 a h =
0,596188.

d) Newtonova metoda pro danou nultou aproximaci xy po¢itd aproximace

f'(w:)

V Tabulce 4 jsou uvedeny iterace pro reSeni vzorové ulohy s chybou, mensi
nez € = le-6 pro pocatecni iteraci o = 2,25.

Tit1 = T pro ¢ =0,1,...

) Z;

02,25

11 2,3107242

2 | 2,3098816

3 1 2,3098815

41 2,3098815 Tabulka 4




Tato presnda hodnota vznikne po 41 krocich metody prosté iterace a po
9 krocich Steffensenovy metody. Tedy thel x = 23098815 a vyska h =
0,5960272.

Piiklady k procviceni

Rovnice f(z) = 0 pro funkce uvedené v piikladech 1 - 5 feste metodou
puleni a metodou regula falsi vzdy s chybou, mensi nez dané ¢islo € > 0.
Interval, v némz lezi feSeni rovnice najdéte grafickou metodou.

1. f
9. f

5. f(z) =logx — 2z + 7, urCete interval, v némz lezi nejvétsi koten, po-
tom pocet kroku metody puleni, které poskytnou aproximaci s chybou,
mensi nez € = le-3 a nakonec vypocet proved'te.

Rovnice f(z) = 0 pro funkce v piikladech 6 az 18 feste metodou prosté
iterace s chybou, mensi nez dané ¢islo €. Intervaly, v nichz koreny lezi najdéte
grafickou metodou a vzdy nejprve ovérte, zda na nich je splnéna podminka
|F'(z)] <a < 1.

6. f(r) =1—2-Inzx, e = le-2, vSechny koreny.
7. f(x) =3Inx — x + 4, € = le-3, vechny kofeny.
8. f(z) =e* —x/2 — 2, ¢ = le-4, vSechny kofeny.
9. f(z) =22z — 2%, ¢ = le-3, vSechny kofeny.
10. f(x) =5z — 8Inx — 8, ¢ = le-3, nejveétsi koren.
11. f(x) =z —sinz — 0,25, € = le-5, vSechny kofeny.
12. f(z) = 23 — 2 — 5, ¢ = 1e-3, viechny koieny.
13. f(z) =2 —In(z + 2), e = le-4, kladny kofen.
14. f(x) = arccosx — v/x + 1, € = le-3, vSechny kofeny.
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15. f(z) = (z*+1)Inz — 1, € = le-3, vSechny koieny.
16. f(z) =Inz 4+ x/24 — 1, ¢ = le-4, vSechny kofeny.
17. f(z) = 2® — arctgx — 1, ¢ = le-3, viechny kofeny.
18. f(x) = arctgz + 22 — 1, € = le-4, vSechny kofeny.

Rovnice v ptikladech 19 az 25 feste Newtonovou metodou s chybou, mensi
nez dané ¢islo €. Co nejpresnéjsi nultou aproximaci korene najdéte grafickou
metodou.

19. arctgr — 0.4z — 0,2 = 0, € = le-5, nejvétsi koren.
*20. e * 4+ 2% —4 =0, ¢ = 1e-6, nejvétsi koten.

21. 2% —arctgx = 0, € = le-3, nejvétsi kofen.

22. 2z —logx — 7 =0, ¢ = le-5, nejvétsi koren.

23. 23 — 322 — 42 — 10 = 0, € = le-6, koten z intervalu (4,2;4,6).
*24. 23 —x — 5 =0, ¢ = le-3, viechny kotfeny.

25. 10sinz — Inx = 0, € = 1e-6, kofen z intervalu (3;3,1).

Rovnice v ptikladech 26 az 29 feste Newtonovou metodou s chybou, mensi
nez dané ¢islo €. Pro kazdy kofen najdéte interval, v némz jsou splnény
Fourierovy podminky (viz [5], odst. 4.3.4) a zvolte aproximaci x, tak, aby
konvergence metody byla zarucena.

26. x —sinx — 0,25 = 0, € = le-5, vSechny kofeny.
27. 22 — 1 —¢e® = 0, ¢ = le-6, vechny kofeny.
28. 3lnx —x +4 =0, € = le-4, nejvétsi kladny koten.

29. e —x — 10 = 0, € = 1e-6, nejvetsi koten.

2 Soustavy linearnich algebraickych rovnic
Vétsina tloh pro priblizné reSeni ,,matematickych modelu* vede na rfeSeni

soustav linearnich algebraickych rovnic. Naptiklad v této sbirce je feSeni sou-
stav linearnich rovnic soucasti feseni tloh z kapitol 3, 4, 6 a 8.

Priklady k procviceni



2.1 Gaussova elimina¢ni metoda a Gaussova eliminac¢ni
metoda s castecnym vybérem hlavnich prvkiu

1. Ukazte, ze systém rovnic Ax = b v piipadé a) nemd feSeni a v piipadé
b) mé nekoneéné mnoho teseni. Popiste vSechna feseni tohoto systému. For-
mulujte obecné podminky, za nichz systém n rovnic pro n neznamych Az = b
ma jediné feseni, ma nekonecné mnoho feSeni a nema zadné reseni.

31’1+ZE2+2[L‘3:1 3!E1+l’2+21’3: 1
a) To+ a3 =23 b) To+ax3= 3
3z + 4x9 + Dz = 2 3x1 + 4xy + dxs = 10

2. Ukazte, ze systém rovnic

- + 2.1'2 — 33?3 =
21’1 —4I2+$3 = 1
T — 31‘3 =—1
neni feSitelny Gaussovou eliminac¢ni metodou a je feSitelny Gaussovou eli-
minac¢ni metodou s ¢astecnym vybérem hlavnich prvkia. Formulujte obecné
podminky, za nichz je dany systém n rovnic pro n neznamych feSitelny
a) Gaussovou elimina¢ni metodou a b) Gaussovou elimina¢ni metodou s
¢astecnym vybérem hlavnich prvku.

*3. Gaussovou elimina¢ni metodou feSte soustavu rovnic

0,3.’13'1 + 1,21’2 + 20,11‘3 = 12,7
1,1z, + 5,120 + 93,125 = —0,4
—4,6%1 — 7,2562 + 0,1;33 = 5,9

a sestavte LU-rozklad jeji matice. Zaokrouhlujte na 4 desetinnd mista.
4. Systémy rovnic a) - d) feste Gaussovou elimina¢ni metodou s ¢astecnym

vybérem hlavnich prvku. Zaokrouhlujte postupné na 1, 5, 4 a 6 desetinnych
mist.

—2x1+ 29+ dx3= 15 —x1 + 929 + 425 = 29
a) 41’1 — Ty + X3 = 7 b) —41'1 — 4(132 + 151‘3 =33
41’1 — 8512'2 + T3 = —21 331’1 — 3%2 — I3 = 24

—x1 + 3x9 + 224 = —1
5$1—$2+3$3+2$4:8
I1—$2+2$3—2I4:4

4!L’2+l’3-2$4:—4

1,4159z — 2,6535y — 8,0793z = —35,4738
d)  —2,3846x + 2,6435y — 8,3279z = 3,7145
5,0288z — 4,1971y — 6,92399z = —49,0517

¢)



5. Systémy rovnic a) - d) feste Gaussovou elimina¢ni metodou i Gaus-
sovou elimina¢ni metodou s ¢astecnym vybérem hlavnich prvkua. Sestavte
LU-rozklad matice kazdé soustavy a zaokrouhlujte na 4 desetinnd mista.

l'1+21'2+3$3: 6

a) 2x;+ 4z + bry =11 b)
Tx1 4+ 8xg + 923 = 24

0,00001zy + 29 =1
Ty 4+ 29 =2

2,1752 — 1,006y — 0,032z = 1,204
d) —1,006z + 2,212y — 1,048z = 0,432
—0,0327 — 1,048y + 2,126z = 5,296

9 71 + 02520 = 1,25
3,96z, + 1,01z = 5,03

3,1 1,3 2,7 1 6
6. Pro matici A = | 1,1 3,2 1,8 | avektory b= | 7 |,c= | 9
2,0 16 3,3 5 1

feste systémy rovnic Az = b a Ay = ¢ Gaussovou eliminaci tak, ze primy
chod budete pocitat jednou s obéma pravymi stranami soucasneé.

7. Jordanovou metodou najdéte matice inverzni k nize uvedenym maticim
a) - e). Zaokrouhlujte na 3 desetinnd mista.

31 2 1 12 1,3 27 0 —14
a) |1 31 b |12 13 14| o 0 35 21
2 1 3 13 14 15 14 21 40

20 —-13 0 0 4 -1 0 0

o | 1320 ~1,7 0 o110
0 -17 20 -10 0 1 4 -1

0 0 -1,0 20 0 0 -1 4

2.2 Symetrické pozitivné definitni matice, Choleského
rozklad, Choleského metoda

*1. Ovérte ze matice a) - 1) jsou symetrické pozitivné definitni a najdéte
jejich Choleského rozklady.

3.1 2 1 1/2 1/3 _21 _21 _01 8
a) |13 1 b |12 1314 o o T 5
2 13 1/3 1/4 1/5 0 0 -1 9
_41 _41 _01 _01 2 0 -1 4 -1 1
d | 1 o 4 1| 9]0 3 2 £ -1 2 05
-12 4 1 05 5

0 -1 -1 4



5 0 10 5

2 —1 0 5 0 10
g) | -1 2 1 h) 100 150 355 200 )| 01005
0 -1 2 : 10 5 325

5 0 20 65

2. Ovérte ze matice systému rovnic a) - d) jsou symetrické pozitivné
definitni a tyto systémy vyreste Choleského metodou.

1+ X9+ X3 = 3 .’L’1+.T2—|—.’L'3:2

CL) LL’1—|—5I2+5JI3:11 b) $1+5$2+5l’3:5
1+ 51‘2 + 14[E3 =20 T+ 55(]2 + 141‘3 =38
5r1 4+ 3x3 = —5 5x1 + a0 + 223 =1

C) 21’2—1’3: 4 d) JZ1+7ZE2+3ZE3:2
3l‘1-1’2+41’3:—5 2$1+3l‘2+6$3:3

3. Ovéite, Ze matice AT A je symetrickd pozitivné definitni pro kazdou

regularni matici A.

2.3 Cislo podminénosti matice

1. Definujte ¢fslo podminénosti reguldrni matice A a uved'te nerovnost,
vymezujici jeho vyznam. Urcete ¢islo podminénosti matic B a D uzitim
normy || - ||, kdyz

5 0 10
B:[_42 _31} D=|0 10 5
10 5 3255
310
2. Najdéte ¢islo podminénosti matice A = | 0 2 1 | pomoci norem
11 4

- Moo 2 [~ {11

3.V ptipadé a) i b) ovéite, ze B = A~ a uréete ¢islo podminénosti matice

A uzitim normy || - ||« a matice B uzitim || - ||;.
4 08 =2 11/140 —1/10 —2/35
@) B=| -8 04 -5 |, A= 19/28 1/2 9/14
2 04 6 ~1/14 0 1/7
4 —10 10/3 1 05 0,25
b) B=| -8 275 —-10 |, A=|04 04 04
4 —15 20/3 0,3 0,6 09
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1

2 , . C
101 2 vypoctéte ¢islo podminénosti uzitim

*4. Pro matici A = [

, 1247 (127 . ,
normy || - |l i || - |l1 @ pro vektory b = { 047 ], c= { 25 } feste systémy

rovnic Az() = b, Az® =¢.

2.4 TIteracni Jacobiova, Gaussova-Seidelova a relaxacni
metoda

T+ 5.%‘2 - 81’3 = —6,5
1. Systém rovnic 10xy + 49 — bx3 = 1,5
xrq + 121‘2 — 101‘3 = —2,5
a) vyreste primou metodou.
b) Po modifikaci systému vhodnou zménou poradi rovnic zduvodnéte, ze
feSeni Jacobiovou i Gaussovou-Seidelovou metodou konverguji.
c) Polozte (¥ = [0,0,0]" a vypoctéte iterace ™), 2(?) feseni modifikace
z b) Jacobiovou i Gaussovou-Seidelovou metodou.

2. Priklad 1 vyfteste i pro tyto systémy rovnic a), b):

31‘1 + 1OI2 — 5{L‘3 = 8 31’1 + 41’2 — 81‘3 = —0,75
a) 20xy +4x9 4+ 623 =30 b) 4y + 8xe + 3x3 = 13,25
1 — 1372 -+ 4.]]3 =4 —833'1 + 4513'2 — 3.1'3 = —7,75

3. Ovérte, ze Teseni systému

4&31 +2$2—|—£If3 = —1
$1+5I2+3l’3: 2
2I1—ZE2+85L’3: 4

Jacobiovou i1 Gaussovou-Seidelovou metodou konverguje. Soustavu potom
¥ TR s (0) NN T s -

feste pro pocéatecni iteraci ' = [—0,4;0;0] vypoctem

a) péti iteraci Jacobiovou metodou a

b) tif iteraci Gaussovou-Seidelovou metodou. Uréete normu H:B(3) — 2@ H
Zaokrouhlujte na 4 desetinna mista.

oo’

4. Gaussovou-Seidelovou metodou feste nasledujici soustavu rovnic s chy-
bou, mensi nez ¢ = 0,01. Zvolte z(® = [O,O,O,O]T a zaokrouhlujte na 3
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desetinnd mista.
—211 + 29 = —
r1 — 2372 + T3 =
To — 223+ x4 =
r3 — 25(]4 =

o O O

5. Rozhodnéte, zda feseni soustavy rovnic

4$1+l’2+$3:—1
$1+6ZE2+2[L’3: 0
$1+21‘2+3$3: 1

Gaussovou-Seidelovou metodou konverguje. Pro #(© = [0,0,0]" vypoctite

iterace (M, ®, £ a normu HZL‘(s) — x(2)||oo. Zaokrouhlujte na 4 desetinni
mista.

6. Soustavu rovnic

10x1 — 9 + 223 — 324 = 0
$1+10$2—$3+2$4: 5
25[’1 + ?)ZEQ + 201’3 — Ty = —10
31’1 + 21‘2 + 3+ 20$4 = 15

feste s nultou aproximaci 2 = [0,0,0,0]"
a) Jacobiovou metodou. Najdéte feseni s chybou, mensi nez € = 0,01.

b) Gaussovou-Seidelovou metodou. Spoéitejte iteraci z().

7. Vypoctem prvni az ¢tvrté aproximace feSeni systému rovnic

T+ 2512'2 — 21’3 =1
T + i) + I3 =
21’1 + 21’2 +x3 = 5

Jacobiovou i Gaussovou-Seidelovou metodou pro nultou aproximaci z(® =
0,0, O]T ilustrujte skutecnost, ze Jacobiova metoda konverguje a Gaussova-
Seidelova metoda diverguje. Uzitim feSeni Pt. 3 z odstavce 2.2 zménte dany
systém rovnic tak, aby Gaussova-Seidelova metoda konvergovala a tuto kon-
vergenci opét ilustrujte vypoctem prvni az étvrté iterace pro (¥ = [0,0,0] .
Zaokrouhlujte na 4 desetinna mista.
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8. Pro matici

-4 0 1 0 1
2 6 01 2
A= 10 5 1 a vektor b = 5
1 015 0

feste soustavu rovnic Az = b Jacobiovou a Gaussovou-Seidelovou metodou s
chybou, mens{ nez 0,02. Polozte vidy z(© = [0,25:0,3;0,6;0] .

9. Soustavu linedarnich rovnic Az = b s matici

4 1 0 —05 4

1 4 -1 0 1

A= 0 -1 2 1 a vektorem b= 0
0,5 0 1 4 -2

feste Jacobiovou a Gaussovou-Seidelovou metodou s chybou, mensi nez 0,05.
Polozte #(®) = [1;0,25; 0; —0,5]T a zaokrouhlujte na 3 desetinnd mista.

10. Soustavu linedrnich rovnic Az = b s matici

4 0 1 05
05 4 -1 0
0o -1 2 -1
05 0 -1 4

A:

a vektorem b=

N LW O =

feste Jacobiovou a Gaussovou-Seidelovou metodou s chybou, mensi nez 0,05.
Polozte (¥ = [1;0; 1,5; 0,5]T a zaokrouhlujte na 3 desetinnd mista.

11. Soustavu linedrnich rovnic Az = b s matici

4 -1 -1 1
A=| -1 4 0 a vektorem b= | 2
-1 0 4 0

feste Jacobiovou, Gaussovou-Seidelovou a relaxacni Gaussovou-Seidelovou
metodou s parametrem w = 1,08 s chybou, mensi nez 0,01. Polozte vzdy
2® =10,0,0]" a zaokrouhlujte na 4 desetinng mista.

3 Systémy nelinearnich rovnic

Zabyvejme se tlohou najit tlak, nutny ke vnoreni velkych hmotnych objektu
do dané hloubky d mékké homogenni zeminy, podlozené tvrdym podlozim.
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Za téchto podminek je velikost tlaku p, nutného ke vnoreni kruhové desky o
poloméru r do hloubky d dana vztahem

p = kie" + kyr,

kde kq, ko > 0, k3 jsou konstanty, které zavisi na hloubce vnofeni d a na
hustoté mékké zeminy, ale nezavisi na poloméru zékladny 7.

Abychom urécili konstanty ki, ks, k3, provedeme experiment, pii némz
kruhové desky s malymi poloméry ry, ro, r3 vnoiime do hloubky d a zmérime
piislusné tlaky p; = p1(r1), pa = p2(re), ps = p3(r3). Dostaneme tak rovnice

p1 = Epeker 4 ksr1,
po = k1™ + kyry,
p3 = k1€ + kars.

pro neznamé kq, ko, k3. Protoze tyto hodnoty obecné nelze spocitat presneé,
pouzivaji se priblizné iteracni metody, které jsou zobecnénim metody prosté
iterace a metody Newtonovy pro jednu nelinedarni rovnici s jednou nezndmou
na systémy obecné n nelinearnich rovnic s n nezndmymi. V této tuloze je
n = 3. Ve vSech ostatnich prikladech této kapitoly je n = 2. Uvazme konkrétni
piipad nasi ulohy:

Najdéte hodnoty ki, ko, ks, jestlize se do hloubky 0,3 m mékké zeminy vnori
kruhovd deska o polomeru 0,025 m pri tlaku 68,948 kPa, o poloméru 0,050 m
pri tlaku 137,895 kPa a o poloméru 0,075 m pri tlaku 206,843 kPa. Predpokld-
ddme, Ze mekkd zemina sahd do hloubky 1 m.

V tomto piipadé ma vysledny systém nelinedrnich rovnic tvar

68,948 = k1e%92%2 4 0,025k,
137,895 = k1e%%5%2 1 0,050k,
206,843 = k1e"07k2 4 0,075k,

hloubka podlozi je 1 m, k; € R, ko > 0, k3 € R. Jeho pribliznym feSenim jsou
ki = 1,618e-3, ko = 19,248473, k3 = 2757,815279, a tedy tlak p, nutny ke
vnoteni kruhové plochy o poloméru r do hloubky 0,3 m mékké zeminy je

p = 0,001678¢%248473" 1 2757 815279r.

V nize uvedeném piikladu ilustrujeme pouziti metody prosté iterace a
metody Newtonovy pro feSeni systému nelinearnich rovnic.
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Grafickou metodou urcete pocet koreni systému rovnic

filv,y) =2 —2+y>=0 (1)
falz,y) =2 —y* —y =0

a nultou aprovimaci [v©, y©] korene, lezicitho wvniti 1. kvadrantu. Tuto
aprorimact zpresnéte tremi kroky metody prosté iterace a dale Newtonovou
metodou tak, aby chyba vysledné aprorimace byla mensi, nez € = 5e-6. UZijte
normu || + ||oo-

a) Grafickd metoda: Doplnénim x> — x v prvni{ rovnici na dplny ¢tverec
ziskame

2 2 12 2 1
r—r+y =0 <+ -3 —l—y:Z,

coz je rovnice kruznice se sttedem S; = [%, 0] a polomérem % Analogicky je

1\? 1
:L‘2—y2—y:0 A I2—(y+§> :—Z

rovnice hyperboly se stfedem Sy = [0, —1] a pruseciky s osami v bodech [0, 0],
[0, —1]. Resenim soustavy rovnic jsou viechny priiseciky téchto kuzelosecek.
Na Obr. 3 jsou znazornény kruznice, horni vétev hyperboly a osy hyperboly.

5.'2::-::..

Obrazek 3. [lustrace grafické metody

Vidime, ze systém rovnic ma koteny K, L, kde zfejmé K = [0,0]. Za nul-
tou aproximaci kofene L zvolime bod [0,7;0.4].

b) Metoda prosté iterace: Dany systém rovnic pfevedeme na ekvivalentni
systém tvaru z = Fy(z,y), y = F»(z,y) a pozadujeme, aby vektorové funkce
F = (F\, F3) byla v okoli kofene L = [0,7;0,4] kontrakci. F' vyberme takto:

x4y =0 = r=4+1—y2 = Fi(z,y) = V1 — 12,
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1j:\/1+4x2:> 1 — 1+ 4a?
) '

F2 (I, y) = -9
Namisto £+ byla znaménka zvolena tak, aby Fi(x,y) > 01 Fy(x,y) > 0. Pak

Py my=0 = y=

oF  oF \/1 \/*y
Oz dy 24/ x—1y2 x—y2
Fl(x,y) = =
@ 8& 2x 0
ox y Vitdz2?
Odtud vsak plyne
. Llo6s 054
IFOT0ax=| ) Ty | =12#1

takze F' neni kontrakel v zddném okoli bodu [0,7;0,4] a predpokladame, ze
F neni kontrakci ani v zadném okoli kotene L. Kontrakci F' najdeme timto
umélym zpusobem: K prvni rovnici z (1) pfi¢teme rovnici druhou s vysledkem

202 —x —y =0,
$2—y2_y20

a potom
1+1+8 14++/1+8
207 —r —y=0 = x:# — Fl(x,y):#,
14+ V1 + 422 1 — 1+ 4a2
Odtud
0 1
V1+8y
Fl(z,y) =
2x 0

V1+4z?
a protoze ||F'(0,7;0,4)| = max{0,49;0,81} = 0,81 < 1, je F' kontrakce v
okoli bodu [0,7;0,4] a predpokladdme, Ze i v okoli bodu L. Iteraéni posloup-
nost je tedy uréena piedpisem z(® = 0,7, y©@ =04 a

S+ _ 1+ /14 8y® ) 1—/1+4(2®)2
4 )

= =0,1,...
— pro i =0,1,

Prvni 3 takto vypoctené iterace jsou uvedeny v tabulce.

i |0 1 2 3
@ 10,7 0,762348 0,742561 0,768018
y® 0,4 0,360233 0,411688 0,395208
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¢) Newtonova metoda: Pro zpfesnéni aproximace z kroku b) polozime
2z =0,768018, y(© = 0,395208. Jacobiova matice levych stran rovnic (1) je

0f1/0x 0f1/dy 2r — 1 2y
fa,y) = = :
Ofs/0x 0fs/0y 20 —2y—1
takze pro ¢ =0,1,... postupné fesime systém rovnic
20 —1 2y &) | _ [ —fl®,y@) @
2 —2y® — 1 dgi) | = falz® y®)

pro neznamé diference dgi), dgi) a pocitame (i + 1)-tou aproximaci jako soucet
20D = 2O gD G — ) 4 g,

Pro i = 0 tedy z (2) vznikne systém rovnic

0,536036  0,790416 ] | 4\” | [ 0,021977
1,536036 —1,790416 d" —0,038454 |’

ktery m4 feseni d\” = 0,004119, d\) = 0,025011 a tedy
2® =20 4 d© = 0,772137, y® =y 1 = 0,420219.
Pro i = 1 nabude systém (2) tvaru

0,544273  0,840438 ] | d\" | [ —0,000643
1,544273  —1,840438 | | 4V | — | 0,000609

a jeho fesenf je d\" = —0,000292, di") = —0,000576, takze
2@ =20 44V = 0,771845, 4@ =yM 14 = 0,419644.
Pro i = 2 m4 systém rovnic (2) Feseni
d? = —2437e-7, dP = —3,383e-7

a tedy pii zdpisu na 6 desetinnych mist je 23 = 2@ y® = ¢y Protoze
siejms 264D — 20,y — g0, a9 a

1dQ]| oo = 0,025011 > &, [|dYV||oe = 0,000576 > &, [|d? |0 = 3,383¢-7 < ¢,
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je bod [z, y?)] = [0,771845; 0,419644] hledan aproximace kotene L.
Piiklady k procviceni

1. Grafickou metodou odhadnéte pocet a pribliznou polohu vsech korenu
daného systému nelinearnich rovnic f(z,y) = 0, g(z,y) = 0 a pro vhodné
zvolenou nultou aproximaci [z(?), y(©)] spocitejte kofen uzitim Newtonovy me-
tody s presnosti € = 0,001. V prubéhu vypocétu zaokrouhlujte na 4 desetinnéd
mista a v kazdém kroku spocitejte normu ||z, y+D] — [0 4@]|| .

a) 2°—y—02=0, y*—x—0,3=0, pouze kofen v 1. kvadrantu

b) x-— 1_92-=0, (z—2)*+ i(er 2)2 —1 = 0, koten s vétsi soutadnict
na ose x

c) 2x+3y*—2=0, 2°—3y=0,koten v 1. kvadrantu
*d) 22 —-22x—y+05=0, 2°+4y*>—4=0, kofen v 1. kvadrantu
*e) azy—y—1=0, z*—y?*—1=0, kofen v 1. kvadrantu

) 2?—ax—y =0, 2?—y?—2y = 0, aproximujte kofen uvnitt 1.
kvadrantu, druhy uhadnéte.

2. Pro zadanou nultou aproximaci [#(?), y(®)] uréete Newtonovou metodou

kofen nelinedrniho systému f(z,y) = 0, g(z,y) = 0 s presnosti ¢ = 0,01.

Ve vyznacenych ptipadech, kdy funkce f, g lze snadno nakreslit, urcete také

pocet a pribliznou polohu vsech kotenu systému. Pocitejte s presnosti na 4

desetinnad mista, pouzijte normu || - ||.

a) 3y—4224+1=0, 20—y>+1=0, [z yO] =[1,3;1,8], nakreslete,
druhy z kofenu urcete piimo z obrazku

b) wy—z—1=0, 9(x—13)2+y*-9=0, 2@, y] = [1,3;2], nakreslete
¢) 2cos(ry) —1=0, 2sin(z+y)—1=0, [z, y]=][2,50;0,25]

d) 2cos(wy) —sinz =0, 2zsiny—3ysinz+1=0, 2@ yO] =[1;1]
e) 4x’+yP2ry—y—2=0, 22°+y>+32y—3 =0, 2@, y@]=[0,4;0,9]
f) 203 —y2—1=0, ayP—y—4=0, 2@ yO] =1[1,2;1,7].
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3. Uzitim Newtonovy metody spoéitejte druhou aproximaci [#(?), y?] feseni
nelinedrniho systému f(x,y) = 0, g(z,y) = 0 pro zadanou pocéteéni apro-
ximaci [z(?),y(®)]. V pribéhu vypoctu zaokrouhlujte na 6 desetinnych mist.
V pripadé jednodussich funkei f, g urcete z obrazku také pocet a pribliznou
polohu vsech kofent systému.

a) 20—ev+2=0,e"+y—1=0, [29 yO]=]0;0], nakreslete
e —y=0,z+siny =0, [2© 4] =[-05;0,5], nakreslete
nr—y+1=0z—y?+1=0, [2©, y®]=]2;1,5], nakreslete

)
)

d) 224 +y?=0,20y—1=0, [29 ¢yO] =[1;1,5], nakreslete
) 2?2 —2y—2=0,2y —1=0, [2©,y®]=][1,8;0,5], nakreslete
)

4(1’ - 1)2 + %yQ -1 = Oa Yy = % - 075 = Oa [w(0)7y(0)] = [1767 1}7
nakreslete

g) P¥P-22-1=0,(r—-2%+(y—-22-1=0, [ yO]=][1,2;1,6],
nakreslete

h) .TQ - y2 —1= 07 (ZB - 1)2 + (y + 1)2 —-1= 07 ['T(O)7y(0)] = [LZ;O?Q]’
nakreslete
i) @—F@—l =0, y—cosx =0, [z yO]=]14;0,2], nakreslete

) y—e®—-1=0,2—-9>+9=0, [z yO] =[-4;0,8], dalsi kofen
pro pocatecni aproximaci [2(?), y(©] = [0,4; 4], nakreslete

2 —y*+1=0, 2%+ % —1=0, [z 9] =[-0,9;1], nakreslete
2?2 —2y—2=0,2%—1=0, [2© 4] =]1,6;0,5], nakreslete
e tay—2y+2,4=0,r+y—1,2=0 [ yO] =[-04;1,5],

)
)
)
n) z+3nr—y?=0222—2y—5y+1=0 [ 4] =10,8;04],
) 2cosz+y?—4r =0, 22 +22y —5y =0 [0 y©]=[0,5;0],
)

2 dr—y? =2 —1=0,22+5y—4=0, [z9,4©] =1[05;0,5],
nakreslete

Q) 222492 —1=0,22+622y—1=0, [,y =[0,7;0,3].

4. Metodou prosté iterace spocitejte aproximaci kofene [z, 7] zadaného ne-
linearniho systému. V prubéhu vypoctu zaokrouhlujte na 6 desetinnych mist.
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a) Grafickou metodou ovéite, 7ze systém z?+y*—1 =0, y—2> = 0 md dva
kofeny v 1. a 3. kvadrantu symetrické vzhledem k bodu [0, 0]. Kofen
v 1. kvadrantu aproximujte iteraci [z, ] uzitim nulté aproximace
(20, 4©] = [0,7;0,5]. Ovéite konvergenci itera¢ni posloupnosti.

b) Ukazte, ze nelinedrni systém rovnic f(z,y) =0, g(x,y) = 0 ve tvaru

2 (x—1) 9_2:1
4

:l" —+
Y 9

lze upravit na itera¢ni tvar

2r — 2% + 20 — 12 +8 4y —
xr = y:F1<x>y)7 Y= + vy :F2<:U7y)7
2 9 4
aproximaci [z, y®] kofene pocitejte pro volbu [z(?, y©] = [1,4;2].

Znézornéte graficky mnoziny bodu [z, y], spliujicich kazdou z danych
rovnic a urcete pocet a polohu vsech kotfenu.

c¢) Pro zadany nelinedrni systém z? — 10z + y*> +8 = 0, zy? + x — 10y +
8 = 0 najdéte ekvivalentni systém x = Fi(z,y),y = Fy(x,y), ukazte,
7e v okoli bodu [z y®] = [0,75;0,75], je funkce (Fi(x,y), Fa(x,y))
kontrakce a vypoctéte ¢tvrtou iteraci.

d) Ukazte, ze funkce (Fi(z,y), Fa(z,y)), kde

Fl(‘T?y) = 072 + O,].(—IyQ + 3‘T)7 FZ(xvy) = 076 + 0,1(—1’2y3 - 2y)

je kontrakei v okoli bodu [2(®,4®] = [0,5;0,5] a spocitejte étvrtou
iteraci [z, y]. Dédle ovéite, ze vyse uvedené rovnice kontrakce F
tvaru

r=0240,1(—zy* +3z), y=0,6+0,1(—z% —2y)
jsou ekvivalentni nelinedrnimu systému

0,lzy>+ 0,70 —0,2=0, 0,1z%y>+ 1,2y — 0,6 =0.

4 Aproximace funkce

Tato kapitola je vénovand procviceni feSeni ulohy aproximace funkce f(z),
jejiz hodnoty jsou zndmé jen v uzlech x,...,x, jednoduchou funkci F(x)
Lagrangeovou interpolact, kdy funkce F'(x) spliuje podminku

F(z;) = f(z;) pro i=0,...,n,
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Hermiteovou interpolaci, kdy
F(z;) = f(x;) ataké F'(x;) = f'(x;) pro i=0,...,n

a nakonec diskrétni metodou nejmensich ¢tverciu, kdy funkce F' minimalizuje
hodnotu souctu

(Fwo) = f(20))* + -+ + (F(za) — f(2a))".

Nize uvedend fesend uloha naznacuje, ze diskrétni metoda nejmensich ¢tvercu,
prezentovand v [5], odstavec 9.3, je pouzitelnd na teseni Sirsi tiidy uloh.

Za ucelem zjisténi nadmorské vysky bodu A, B, C bylo zméreno Sest
vyskovych rozdili, zndzornénych na Obr. 4, kde nadmotské vysky bodu D,
E, F jsou nulové. Najdéte co nejlepsi aprorimace vysek bodu A, B a C'.

Obréazek 4. Namérené vyskové rozdily

Kazdy naméreny vyskovy rozdil poskytuje jednu linearni rovnici mezi
nadmorskymi vyskami z 4, xg, x¢ bodu A, B, C:

[ 1 0 0] [ 1]
0 1 0 2
o o 1| || |3
“1 1 0| "] |1
0 -1 1 re 2
-1 0 1 1]
Oznaéime-li sloupcové vektory matice této soustavy postupné aV, a?, o

a vektor pravych stran b, pak jsou hodnoty jejich skalarnich soucini (a*), a(™))
=3, (a®,aM) = 1, (a®,aM) = 1, (b,aM) = —1 atd., takze normalni
rovnice maji tvar

3 -1 -1 T ~1
-1 3 -1 o | =1 1
1 -1 3 Tc 6
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a jejich fesenim obdrzime vysky x4 = 1,25, x5 = 1,75, z¢ = 3.

Pro stanoveni hodnot z 4, x5, x¢ z predchoziho ptrikladu ziejmé staci provést
tTi méreni; napriklad ta, ktera prislusi prvnim trem uvedenym rovnicim. Je
vSak ovéreno, ze vétsi mnozstvi méreni a feSeni preurceného systému rovnic
metodou nejmensich ¢tvercu poskytuje vysledek zpravidla méné zavisly na
chybach méfeni.

4.1 Lagrangeova a Hermiteova interpolace

Ptiklad 1. Pro nize uvedenou tlohu interpolace a) i b) najdéte interpolacni
polynom P(x) v Lagrangeové i Newtonové tvaru.

a) P(1) =4, P(3) =2.
b) P(zo) = yo, P(x1) = y1 pro libovolna zg # ;.
(bez zaokrouhlovdni)

Priklad 2. V pripadé a) a b) najdéte Lagrangeuv i Newtonuv interpolacni
polynom funkce s hodnotami y; v uzlech x; z tabulky.

2 7 [0]2]3 4
w3157

i l-1]0[2]3]4

b) vi | 813157

(bez zaokrouhlovdni)

Piiklad 3. Najdéte Newtonuv interpola¢ni polynom funkce f(z) = cosx
v uzlech

a) x9g=0,1,=1,

b) zg=0,21 =1, 29 =2,

c) ©9=0,21 =1, 29 =2, 23 =3,

d) zg=0,21=1,29=2, 23 =3, x4 = 4.

Jaké jsou absolutni chyby aproximaci a) - d) v bodé = = 1,57
(4 desetinnd mista)

Priklad 4. V piipadé a) i b) najdéte Newtonuv interpolacni polynom funkce
f uzitim hodnot y; = f(x;) v uzlech z; z tabulky.
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vi |l 21312 | 147

x |01 |15 2] B
vi || 2] 3 8 | 12 | 147

(bez zaokrouhlovdni)

Piiklad 5. Sestrojte Newtonuv interpolaéni polynom funkce f(z) = v/ v
uzlech x¢ = 100, x1 = 121, x5 = 144 a s jeho pomoci aproximujte hodnotu
V115. Jakd je absolutni chyba této aproximace?

(4 desetinnd mista)

Piiklad 6. Najdéte Newtontuv interpolaéni polynom N(z) funkce f(z) =
log z— %1 v uzlech 4, 8, 10 a pomoci hodnoty N (5,25) aproximujte log(5,25).
Jaka je absolutni chyba této aproximace?

(log = log,,, pocitejte s presnosti na 5 desetinngjch mist)

Piiklad 7. Newtonovym interpola¢nim polynomem funkce f(z) = /x v uz-
lech xy = 4, z1 = 5, x5 = 6 aproximujte hodnotu /4,8 a urcete absolutni
chybu této aproximace.

(5 desetinngjch mist)

Piiklad 8. Newtonovym interpola¢nim polynomem funkce f(x) = cos (mwx)
v uzlech zg = 0, z; = 0,25, 2 = 0,5 aproximujte hodnotu cos § a urcete
absolutni chybu této aproximace.

(6 desetinnijch mist)

Piiklad 9. V piipadé a) i b) rozhodnéte, zda je funkce s(x) kubicky splajn
pripadné prirozeny kubicky splajn.

( 7 3 1
1— -4 —z*+ —=2° -1
8:1:+16x +16x, x € (—1,0),
7 3 1
— 1—— 22 3 2
a) s(x) 8x—|—16m +16:U, x € (0,2),
9 49 45, 5
53 6% " 168 x € (2,3)



( 23 4 4

1+ x4 -2+ —2° € (—2,0
—|—15a:+5:1: —|—15x, x € (—2,0),
23 4 4
b) s(z) = 1+1—5x+5x2—§x3, z € (0,1),
7 131 32, 16 ,
P - 1.3).
| 5Tt Tt reLd)

Piiklad 10. Najdéte Hermiteuv interpola¢ni polynom funkce f, jejiz hod-
noty v uzlech interpolace jsou uvedeny v tabulce.

flx)|| 0] 3

Oveérte vSsechny definiéni podminky Hermiteova polynomu. Jaka je pfiblizné
hodnota f(1)?
(bez zaokrouhlovdni)

Priklad 11. Najdéte a) Hermitetuv interpolacni polynom a b) Hermitetuv
interpolacni kubicky splajn funkce f v uzlech z tabulky.

x; —-1] 02
Fla) -1 114

(bez zaokrouhlovdni)

Piiklad 12. Najdéte Hermitetuv interpola¢ni kubicky splajn pro uzly z; a
hodnoty y;, y; uvedené v tabulce.

vill2] 51
=112

Ovérte vSechny definiéni podminky Hermiteova kubického splajnu.
(6 desetinnijch mist)

Piiklad 13. Funkci f, jejiz hodnoty a prvni derivace v uzlech —1, 0, 1 jsou
uvedeny v tabulce aproximujte a) Hermiteovym interpola¢nim polynomem a
b) Hermiteovym interpola¢nim kubickym splajnem.

Fl) | olofo
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(bez zaokrouhlovdni)

Piiklad 14. Funkci f(z) = z + sinz aproximujte a) Hermiteovym inter-
polaénim polynomem a b) Hermiteovym interpola¢nim kubickym splajnem
v uzlech xy = 1,5, 21 = 2, 9 = 3. Hodnotami interpolanti a) a b) aproxi-
mujte hodnotu f(2,5) a uved'te absolutni chyby téchto aproximaci.

(6 desetinnijch mist)

Piiklad 15. Funkei f(x) = Inz aproximujte a) Hermiteovym interpola¢nim
polynomem a b) Hermiteovym interpola¢nim kubickym splajnem v uzlech
xg =1, 21 =2, x9 = 3 a x3 = 4. Hodnotami interpolantu a) a b) aproximujte
hodnotu f(2,5) a uved'te absolutni chyby téchto aproximaci.

(4, resp. 6 desetinngch mist)

Priklad 16. Hodnotu e®!5 aproximujte pomoci a) Newtonova a b) Hermite-
ova interpolac¢niho polynomu funkce f(x) = e* v uzlech zy = 0,1, x; = 0,2.
V obou pifpadech uved'te absolutni chybu aproximace.

(6 desetinnijch mist)

Piiklad 17. Funkei f(z) = 2% — x aproximujte uzitim a) Newtonova inter-
pola¢niho polynomu, b) Hermiteova interpola¢niho polynomu a c¢) Hermite-
ova interpola¢niho kubického splajnu v uzlech 1, 2, 4. Jaké jsou absolutni
chyby téchto aproximaci v bodé =z = 3,57

(4 desetinnd mista)

Priklad 18. Aproximujte hodnotu sin (‘%) Hermiteovym interpolacnim po-
lynomem funkce f(z) = sin (7z) v uzlech o = 0,5, z; = 0,7, x5 = 1. Jaka je
absolutni chyba této aproximace?

(6 desetinnigch mist)

4.2 Diskrétni metoda nejmensich ¢tverca

Piiklad 1. Funkci f, jejiz hodnoty v uzlech z; jsou uvedeny v tabulce, apro-
ximujte kvadratickym polynomem.

Fa) | 1]2]5]7

Vektor chyb aproximace v uzlech z tabulky znézornéte graficky a vypoctéte
jeho Euklidovskou normu (tuto normu budeme strucné nazyvat chyba apro-
zimace).
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(2 desetinnd mista)

Piiklad 2. Funkci f(z) = e® aproximujte polynomem 1. stupné v uzlech
r; = —14+0,5¢ prot = 0,1,2,3,4. Vypoctéte chybu aproximace i absolutni
chybu aproximace hodnoty e%2°.

(5 desetinngch mist)

Piiklad 3. Aproximujte prumérnou spotiebu auta [1/100 km| v obcich a
mimo obce, jestlize pii 3 cestach byly zjiStény tyto udaje:

cesta | pocet km v obcich | poc¢et km mimo obce | celkova spotieba
1 30 100 81
2 90 210 20 1
3 25 150 111

(4 desetinnd mista)

Piiklad 4. V piipadé a) i b) aproximujte funkci f, jejiz zndmé hodnoty
y; = f(x;) jsou uvedeny v tabulce, polynomem ve tvaru cg + ¢ .

x| 112418

2) vyl -113]5]0

il 113456

b)

(6 desetinnijch mist)

Piiklad 5. Funkci f, jejiz hodnoty y; = f(z;) v uzlech x; jsou uvedeny v
tabulce, aproximujte kvadratickym polynomem.

o || —3]—2[—-1]0] 1] 2] 3]
vl 4] 2] 3]o[=1—2[-5]

(4 desetinnd mista)

Piiklad 6. Funkci f, jejiz hodnoty y; = f(z;) v uzlech x; jsou uvedeny v
tabulce, aproximujte funkeci ve tvaru

1
a-—+0b.
x
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| —1]1][2] 3
vl 1[312]1,7

Vypoctéte chybu aproximace.
(8 desetinnd mista)

Priklad 7. Funkci, jejiz namérené hodnoty jsou uvedeny v tabulce, aproxi-

mujte funkci ve tvaru a +b-e™".

| 0 |05 | 1 1,5
yi || 3,5712,99 2,622,333

(4 desetinnd mista)

Priklad 8. Funkci f(z) = 2 aproximujte linedrn{ kombinaci funkef 1, sinz
a cosr v uzlech ;1 = —1, o = 0, z3 = 1 a x4 = 2. Vypoctéte chybu
aproximace.

(3 desetinnd mista)

Priiklad 9. Funkci f, jejiz namérené hodnoty jsou uvedeny v tabulce, apro-
ximujte kvadratickym polynomem f*.

[ —1] o] 1] 2
v 1001-01]1,2[39]

Vypoctéte chybu aproximace a porovnejte ji s chybou aproximace funkce
y = 22 polynomem f* v uzlech z tabulky.
(8 desetinnd mista)

Priklad 10. Funkci f(z) = 2% aproximujte linedrni kombinaci funkef 1, e, e =*
v uzlech x; = =2 + i pro i = 1,2, 3,4. Vypoctéte chybu aproximace.
(3 desetinnd mista)

Priiklad 11. Najdéte priblizné feSeni nize uvedenych preurcenych soustav
linedrnich rovnic a), b), ¢) metodou nejmensich étvercu a vzdy vypoctéte
chybu aproximace.

T+ 9 = 1
a) r1 — Ty = 1
T+ 223 = 3
r+2y = 6
b) 20 +4y = 11
Tr+8y = 24
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a+b+c+d = 4
a—b+c—d = 1
c) a—b—c—d = -3
a+b—c—d = 0
a—b+c+d = 2

(pocitejte bez zaokrouhlovani)

Piiklad 12. Funkci f(z) = || aproximujte kvadratickym polynomem v uz-
lech xy = -1,5, 23 = -1, z3 = -0,5, 4, = 0 a x5 = 0,2. Jakd je chyba
aproximace?

(4 desetinnd mista)

5 Pocatecni ulohy pro obycejné diferencialni
rovnice (ODR)

Podle Newtonova zakona je rychlost ochlazovéani télesa ve studeném prostiedi
umeérna rozdilu mezi teplotou télesa a teplotou prostiedi. Tedy pro funkce
teploty y(x) télesa a teploty a(x) okolniho vzduchu v case x existuje kladna
konstanta K tak, ze

Y () = —K(y(z) — a(x)).
Tato rovnice je vyuzivana napiiklad v soudnim lékaistvi. Pro ilustraci vyfesime
tuto jednoduchou tlohu:

Najdéte dobu 6t [hod] od okamziku vraZdy do casu, kdy byla namérena
teplota 24°C téla obéti za predpokladu, Ze télo se nachdzelo v mistnosti o
konstantni teploté 21°C.

Predpokldddme, ze na zacatku ¢asového intrevalu (0, dt) je teplota téla
y(0) = 37°C. Pouzijeme-li v soudnim lékatstvi bézny koeficient K = 0,22314,
vznikne pocatecni tiloha

y'(z) = —0,22314(y(z) — 21), y(0) = 37,
jejiz teseni lze snadno najit metodou separace proménnych ve tvaru
y(x) = 21 + 16~ 223147,
Nasim ukolem je najit dobu 6t s vlastnosti y(dt) = 24, tj.
21 + 16e 02 = 24« 4t = 7,50191106 hodin.
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Tedy doba mezi vrazdou a métrenim teploty téla je ptiblizné 7 hodin, 30 mi-
nut a 7 sekund.

Znalosti feSeni vyse uvedené motivacni tlohy vyuzijeme pro experimentalni
porovnani presnosti téch numerickych metod, které budou v této kapitole
procvicovany.

Piiklad. Reseni pocatecni dlohy

y'(x) = —0,22314(y(z) — 21) v (0,1), y(0) =37
aproximujte a) Eulerovou metodou, b) modifikaci Eulerovy metody (Heu-
novou metodou), ¢) klasickou ¢tyibodovou Rungeovou-Kuttovou metodou,
d) implicitni Eulerovou metodou, e) lichobéznikovou metodou s krokem

h = 0,25 a vypoctéte absolutni chyby téchto aproximaci v bodé x4 = 1 uzitim
hodnoty ptesného feseni y(1) = 33,8000. Zaokrouhlujte na 4 desetinnd mista.

Vysledky:
i x; ylEul yfleun leK yilmplEul yiLich
0 0 37 37 37 37 37
1 0,25 36,1074 | 36,1323 | 36,1318 | 36,1074 | 36,1317
2 0,50 35,2646 | 35,3117 | 35,3108 | 35,2646 | 35,3105
3 0,75 34,4688 | 34,5356 | 34,5343 | 34,4688 | 34,5339
4 1,0 33,7174 | 33,8016 | 33,8000 | 33,7174 | 33,7994

| [ y(1) —ys] 0,0826 | -0,0016 [ 0,0000 | 0,0826 | 0,0006 |

Piiklady k procviceni:

Resen{ nize uvedenych pocdtecénich dloh 1 - 25 aproximujte s krokem h = 0,25
a) Eulerovou metodou,

modifikaci Eulerovy metody (Heunovou metodou),

)
c¢) klasickou ¢tyrbodovou Rungeovou-Kuttovou metodou,
) implicitni Eulerovou metodou,

)

lichobéznikovou metodou.

Ly =ay* v (0,1), y(0)=0,1
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6 Reseni okrajové tlohy pro ODR 2. #adu
metodou siti

V této kapitole budeme procvicovat feseni okrajové tlohy pro ODR

—a*y" +py +qy = f naintervalu (0,1) (1)
s Dirichletovou, Neumannovou nebo Newtonovou okrajovou podminkou v
kazdém z hrani¢nich bodu 0 a I. Hodnota hledané funkce y(x) ma nejcastéji
vyznam teploty nebo koncentrace ptimeési v bodu z. Pak koeficient

a’? >0  druhé derivace 3" je tepelnd vodivost nebo difuzivita pifmési,
p(x) prvni derivace 1/ je rychlost toku latky,

q(z) > 0 funkce y je absorpce piip. reakce,

f(x) na pravé strané je intenzita zdroju tepla nebo piimeési.

Vyznam Dirichletovy okrajové podminky je ziejmy. Vyznam dalsich typu
okrajovych podminek je odvozen od skutecnosti, Ze —a?y’(x) uddvd intenzitu
toku tepla nebo primési pies bod x v kladném sméru osy x. Pak Neumannova
okrajova podminka, kterou lze zapsat ve tvaru

a®y'(0) = ¢y pifpadne — a®y/ (1) = ¢,

predepisuje intenzitu toku tepla nebo primeési pres hrani¢ni bod 0 ptipadné
[ ven z intervalu (0,1). Newtonova prestupovd okrajova podminka

a*y'(0) = ap(u(0) — uext) piipadné — a*y'(1) = ay(u(l) — uext)

iikd, ze intenzita toku tepla nebo piimési ven z intervalu (0,[) je imérna
rozdilu teploty nebo koncentrace ptimési v hranicnim bodu intervalu a tep-
loty nebo koncentrace piimési vyt vné intervalu. Koeficient imérnosti op >
0 pripadné «; > 0 charakterizuje tepelnou ,,prostupnost* rozhrani mezi in-
tervalem a jeho okolim. Reseni tlohy metodou sitf ilustruje tento piiklad:

Metodou siti s krokem h = 0,2 aprozimugte teplotu y(x) ldatky s tepelnou
vodivosti 0,2 W m=(°C) 1, protékagjici intervalem (0,1) rychlosti 1,5 m s~
a zahiivané s intenzitou 1 —x W m™t. Ldtka do intervalu vtékd pres bod 0 o
teploté 1 °C' a pres bod 1 teplo z intervalu unikd s intenzitou 0,4 W .

Fyzikdlni predstava: Céstice latky protékaji intervalem délky 1m kon-
stantni rychlosti 1,5ms™!, takze v ném pobudou 2/3 s a po tuto dobu jsou

zahiivany s intenzitou, linedrné klesajici z hodnoty 1 na 0, tj. o prumeéru
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1/2Wm™'. Jejich teplota by se proto méla zvysit z 1°C pro x = 0 na 4/3 °C
pro x = 1. Viz tenky graf na Obr. 5. Navic vSak teplo unika z intervalu pies
bod 1 s intenzitou 0,4 W, coz zpusobuje pokles teploty v bodu 1 a v jeho
blizkém okoli. Tento odhad prubéhu teploty (grafu funkce y(x)) je na Obr. 5

znazornén tucné.
A

Y
4/31
L/i

Obrézek 5. Predstava o grafu funkce y(

Resend: Jde o tlohu (3) s koeficienty a®> = 0,2, p(x) = 1,5, ¢
f(z) =1— 2 as okrajovymi podminkami y(0) = 1, —0,2y'(1) = 0,4, tj.

—02y" +15y =1—z v (0,1), y0)=1, —0,2y/(1) =04

Reseni metodou siti: S krokem h = 0,2 rozdélime interval (0, 1) pomoci
uzla zg =0, x1 = 0,2, 29 = 04, 23 = 0,6, x4 = 0,8, x5 = 1 na 5 podinter-
valu. Metoda siti poskytne ptiblizné hodnoty y; = y(x;) proi =0, ...,5. Z Di-
richletovy podminky y(0) = 1 plyne yo = 1 a zbyvajici hodnoty v, . .., ys jsou
feSenim systému linearnich rovnic, vzniklého diskretizaci rovnic, ziskanych z
dané ODR pro z = z;, 1 = 1,...,5 nésledujicim zptisobem. V rovnici

_072y//<xi) + 175y,(‘r1) =1- T,

aproximujeme y'(z;) centralni diferenci (y;4+1 — vi-1)/0,4 a y”"(z;) druhou
centralni diferenci (y;—1 — 2y; + ¥i+1)/0,04 s vysledkem
Yi1 = 2 T Yin1 Yi-1

Yi+1 —
—0,2 15— =
0 0,04 +15 0,4

1-{[‘7;.

Po vynésobeni h? = 0,04 a po dipravé vznikne systém rovnic

—0,35y0 +0,40y1  —0,05y2 = 0,032
—0,35y1 40,40y —0,05y3 = 0,024
—0,35y2 +0,40y5 —0,05y4 = 0,016 .

—0,35y3 +0,40ys —0,05y5 = 0,008

—0,35y1 +0,40y5 —0,05y5 =0
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Za Yo do 1. rovnice dosadime hodnotu 1 a za yg do 5. rovnice dosadime
vyjadreni z diskretizace Neumannovy podminky centralni diferenci:

—0.2/(1) =04 = —0,2y60_4y4 —04 = ys=yi—08.
Vznikne systém rovnic
0,40 —0,05 0 0 0] 0,382
—-0,35 0,40 —0,05 0 010,024
0 —0,35 0,40 —-0,05 0] 0,016 |,
0 0 —0,35 0,40 —0,05| 0,008
0 0 0 —0,40 0,40 | —0,04

ktery mé treseni
g1 = 1,10218, yp = 1,17746, y3 = 1,22437, vy, = 1,23293, ys = 1,13293.

V tabulce jsou uvedeny hodnoty y(z;) presného reseni

aproximace y; a chyby e; = y(x;) —y; proi =1,...,5:

i 1 2 3 4 5
z; 0,2 0,4 0,6 0,8 1

y(z;) | 1,10173 1,17509 1,21412 1,19217 0,98977
g | 1,10218 1,17746 1,22437 1,23293 1,13293
e; |0,00045 0,00237 0,01025 0,04076 0,14316

Nize uvedeny ptiklad ilustruje piipady, pro néz ,,standardni‘ metoda siti
poskytuje tzv. nestabilni aproximace feSeni. Je vyfresen metodou siti a dvéma
jejimi jednoduchymi modifikacemi, které tuto nestabilitu odstranuji.

Aprozimugte resend ulohy
—0,02y" +4y' =1, y(0)=5, y(1)=0

s krokem h = 0,2 metodou siti, metodou umélé difize a upwindem. Porovnejte
velikosti chyb téchto aproximaci.

Fyzikalni predstava: Uloha je mj. modelem tohoto procesu: Céstice proudici
latky protékaji intervalem délky 1m konstantni rychlosti 4 ms~!, takZe v ném
pobudou 1/4s a po tuto dobu jsou zahifvdny s intenzitou 1 Wm™!. Jejich
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teplota by se proto méla zvysit z 5°C pro x = 0 na 5,25°C pro z = 1. Tomu
odpovidé graf presného teseni na Obr. 4 v celém intervalu (0,1) s vyjimkou
malého podintervalu, tzv. hranicni vrstvy v okoli bodu 1. Z této vrstvy teplo
unikd ven pfes bod 1 s intenzitou, zpusobujici ochlazeni proudici latky na
teplotu 0°C' v bodu z = 1. Protoze latka vtékd do bodu 1 s velkou rychlost{
4ms~! a koeficient tepelné vodivosti 0,02 Wm™1(°C)~! je relativné maly,
teplota latky se snizuje jen v malé hrani¢ni vrstvé okolo bodu 1.

Interval (0,1) rozdélime uzly 2o = 0, 21 = 0,2, o = 0,4, x3 = 0,6, 24 =
0,8, x5 = 1 na 5 podintervalu délky h a hleddme aproximace y; hodnot y(x;)
proi=0,...,5. Z Dirichletovych podminek plyne yo =5 a y5 = 0.

Metoda siti: Neznamé vy, ..., 1y, jsou feSenim systému linearnich rovnic
vzniklych diskretizaci identit

—0,02¢" (z;) + 4/ (z;) = 1
proi=1,...,4 uzitim centralnich diferenci. Vysledkem je soustava
—0,42y;1 + 0,04y; + 0,38y;41 = 0,04 pro ¢ =1,...,4.
Po dosazeni hodnot yy = 5 a y5 = 0 vznikne systém rovnic

0,04 0,38 0 012,14
-0,42 0,04 0,38 010,04
0 —-042 0,04 0,38|0,04

0 0 —0,42 0,04|0,04

a jeho Tfesenim jsou aproximace

y1 = 0,87828, yo = 5,53913, ys = 0,49292, y, = 6,17557.

V tabulce jsou pro i = 1,...,4 uvedeny hodnoty y(z;) presného teseni
21 500 1
y(l'):5+m€ T+ Z[E,

jejich aproximace y; a chyby e; = y(x;) — y;.

i 1 2 3 4
z; 0,2 0,4 0,6 0.8
y(z;) | 5,05 5,10 5,15 5,20

vy, |0,87828 5,53913 0,49292 6,17557
e; |4,17172 —0,43913 4,65708 —0,97557
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Vidime, ze uzlové chyby aproximace jsou obrovské a stiidaji znaménka, takze
neposkytuji o presném feseni zddnou rozumnou informaci. Rikdme, ze tato
aproximace je nestabilni nebo ze osciluje. Ve skriptech [5] je vysvétleno, ze
takto nestabilni aproximace vznikaji, kdyz matice systému linearnich rov-
nic neni monoténni (tj. ma mimo hlavni diagonalu kladné hodnoty) a tato
skutecnost je ekvivalentni s podminkou

(2)

h
existuje i € {0,...,n} tak, ze a® < ‘gp(zl) .

Metoda umeélé difuze: Je-li feSeni metodou siti nestabilni, tj. je-li splnéna
podminka (2), pak v fesené okrajové tiloze nahradime koeficient a* nejmensim
vétsim koeficientem a? tak, aby

h
a’ > '§p(:cl) pro i=0,...,n

a takto modifikovand tiloha se fesi metodou siti. V fesené tloze je a® = 0,02
a |hp(z;)/2| = 0,4 proi =0,...,5 a proto polozime a* = 0,4 a metodou sit{
resime tulohu

—04y" +4y' =1, y(0)=5, y(1)=0.

Vznikne systém rovnic

08 0 0 0]4,04
-08 08 0 0]0,04
0 -08 08 0]0,04
0 0 —08 080,04

s monoténni matici a jeho feSenim jsou aproximace y; = 5,05, yo = 5,10, y3 =
5,15, y4 = 5,20. Ty jsou v rezimu zaokrouhlovéani na 5 desetinnych mist
totozné s hodnotami presného feseni.

Upwind: Tato metoda se lisi od metody siti tim, ze derivaci y'(z;) misto
centralni diferenci (y;+1 — vi—1)/(2h) aproximujeme

zpétnou diferenci (y; — yi—1)/h pro p >0,
diferenci smérem dopiedu (y;41 —v;)/h  pro p <O0.

Protoze v fesené tloze p = 4 > 0, uzijeme zpétné diference s vysledkem

i—1—2Yi T Ui i — Yi—
Yi—1 y+y+1+4y Yi—1

—0,02
0.0 0,04 0,2

=1

a po uprave
_Oa82yi—1 + 0784.% - 0a02yi+1 = 0704
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pro¢ = 1,...,4. Dosazenim yp = 5 a y5 = 0 vznikne systém rovnic s mo-
noténni matici

0,84 —0,02 0 04,14
—0,82 0,84 —0,02 00,04
0 —0,82 084 —0,02|0,04
0 0 —0,82 0,84 0,04

Presné hodnoty feseni dané tulohy, vypoctené aproximace 1, yo, Y3, s a je-
jich chyby jsou uvedeny v tabulce:

i 1 2 3 4
z; 0,2 0,4 0,6 0.3

y(z;)| 505 510 515 520
yi | 5,05000 5,09992 5,14688 5,07195
e; 0,0 0,00008 0,00312 0,12805

Grafy presného feseni ulohy a linearnich splajnu prifazenych aproximacim,
vypoctenym tfemi numerickymi metodami, jsou zndzornéné na Obr. 6.

yl

A
5
x
1
——————— presné TeSeni ————  metoda siti
————— umeéla difize ceeesessssees upwind

Obréazek 6. Grafy feSeni tulohy a jeho aproximaci

Piiklady k procviceni:

Resen{ okrajovych tloh z pifkladia 1 - 35 aproximujte metodou siti s
danym krokem h.

1. =y =2y +y=0, y(-1)=8, y(0)=0,h=0,25
2. —y'+y=-2e" y(-1)=0,y(0)=0,h=02

37



3. —y"—=05e"y =2z, y'(0)—2y(0)=-1, y(1) =3, h=0,25

4. —y'+2*y=—-23 J(0)=-1,y(1,2)=1, h=04

5. —01y" +y =3z + 1, y(0) = 20, 0,1y/(1) + 0,5y(1) = 2,5, h = 0,25
6. —025y" +y' =1, y(0)=1, —0,25¢'(1) = 0,5y(1), h =025

7. —0,00ly” — (22 + 1)y’ =05, y(0)=0,y(1)=1, h=02

8 —y'+y==z y0)=1, y(1)=2, h=0,2

9. —y'=—-6x, y0)+y'(0)=0,y(1)—vy'(1)=-2, h=0,2

10.  —y"+01ly=1 y(0)=1,¢(2)=5 h=05

1. —y"+032%y =z, y'(0)=-1, y(1) =2, h=0,25

12 —y'+a?y =2z, y(0)=0,y(08)=-1, h=02

13, ="+ (@+2y=c¢, y0)-y(0)=1, y(1)=-1, h=025
4. —y'+ gy =Mz +1), 2y(0)-¢(0)=0,y(1)=1, h=025
15. =05y +y=1, 05/0) =1, y(1)=1, h=02

16.  —02¢y" +y =22 y(0)=1, —0.2y/(1) = 2y(1) =2, h =02
17 —y"+2y== y(0)=0, —y(1)=4y(l) -2, h=0.2
18 —02y" 4y =2, y(0)=0,y1)=0,h=025

19 —y"+05/ =1, y(0)=1, —y'(1)=1, h=02

2. =y =2 =z, y(0)=05y(0)-1, y(1)=1, h=025

2. 0y +y ==z y(0)=1 -01y(1) =y(1), h=02

2. —y'+4y =2? y(0)=1, —y'(1) =2y(1) -1, h=1025

23 =04y +y' =05, y(0)=1, —04y(1)=2y(1)—1, h =02
24. 0,1y +y' =1, y(0)=2, —0,1y'(1) =0,5y(1), h =0,25
25 =05y"+y' =2, y(0)=0,y(1)=0,h=025

2. —y’+5/ =1, y0)=1, y(1)=0, h=0.2

21 —y'+(@+2y=2 ¢ (1)=0,4(2)=0,~h=02
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28, —025y" +y' =1, y(0)=1, —0,25y(1) = 0,5y(1), h = 0,25

29. —y"+ay==z, y(0)—2¢y(0)=-1,2y(1)+y(1)=1, h=0,2
300 —y'+y==x, y(0)=0,y(1)=0 h=0,2

31, =y +y==z, y(0)+y(0)=3, 2y(1)+y' (1) =-2, h=0,2

32.  —y"+y=4dxe*, y(0)=0,y(l)=0,h=0,2

33. 0Ly +y =z, y0)=1, y(1)+0,1y(1) =0, h =02
34—+ Sy =27 2y(0) —y(0) = 1, y(1) +2y'(1) = 1, h=0,2

35.  —y"+axy=3z, y(0)=0,y4)=0h=1.

Reseni okrajovych tloh z pifkladit 36 a 37 aproximujte metodou siti,
metodou umeélé difiize a upwindem se zadanym krokem h.

*36.  —0,04y" + 5y =z, y(0)=1,y(2) =—-1,h=04

¥37. —0,1y" + (z+2)y =05, y(0)=2,¢(1)=-2h=02.

7 Numericka integrace

Numericka integrace se pouziva pro priblizny vypocet urcitych integralu
vSude tam, kde integral nelze vypocitat presné nebo tam, kde je na vypocet
ruznych integralt nutno pouzit jednoho postupu. Prvni z uvedenych piipadu
muze nastat z duvodu, ze pro dany integrand neexistuje elementarni primi-
tivni funkce nebo proto, ze hodnoty integrované funkce jsou znamy jen v
koneéném poctu bodu; tak je tomu v této tloze:

Rychlost v(t) [m/s] rakety vypusténé ze Zemé ve vertikdlnim sméru byla
namérena 6 krdt kazdgch 5 s. Viz tabulka. PouZijte (sloZené) Simpsonovo
pravidlo pro aproximaci vysky rakety po 30 s letu.

tff |0 5 10 15 20 25 30
o(t) [m/s] |0 20,2 60,0 1139 176,1 2412 3035
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Reseni: V daném pifpadé je vyska rakety rovna dréze s(30), kterou urazila
od startu (od casu t = 0). Tedy

5(30)

_ / o(t)dt

0

3
= §(0+4-20,2+2~60,0—|—4-113,9—1—2-176,1+4-241,2—|—303,5)
= 3794,8m

Piiklady k procviceni

1.

Najdéte aproximace Ip a I, integralu
1
1) = [ =)
0

obdélnikovym a lichobéznikovym pravidlem pro pocet podintervalu n =
2. Potom integral vypoctéte presné a urcete chyby Eo a Ep.

. Ulohu z piikladu 1 vyfeste pro integral

2

I(f) = /e‘xzdx
1
a kdyz vite, ze I(f) = 0,135257. Zaokrouhlujte na 5 desetinnych mist.

Z prikladu 1 a 2 je patrné, ze £, = —2F a ekvivalentné E;+2FEo = 0.
Potom pravidlo, které integral I(f) aproximuje hodnotou (I, +21p)/3
ma chybu (EL + 2Ep)/3 a mélo by tedy byt velmi presné. Vyjadiete
aproximace (I, + 2Ip)/3 pro hodnoty Ip a I, z piikladu 1 a 2 jako
kombinace hodnot funkce f. Jaké znamé pravidlo takto vznikne?

Najdéte aproximace I, pro n =1 a I, pro n = 2 integralu
1
I(f) = /\/4—I2dx
0
lichobéznikovym pravidlem. Integral vypoctéte presné a urcete chyby
Ep a Ey. Nazdklade porovnani chyb najdéte co nejpresnéjsi aproximaci
ve tvaru kombinace hodnot I, a [Ip. Jaké pravidlo pro numerickou
integraci vznikne? Zaokrouhlujte na Sest desetinnych mist.
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5. Céstice se pohybuje po pifmce tak, ze jeji rychlost v v case ¢ je v(t) =
tv/8 — t3. Pouzitim slozeného Simpsonova pravidla pro n = 8 urcete
priblizné, jakou drahu s ¢éastice urazi od t =0 do t = 2.

6. Integrdl I(f) = f13’4 redx

a) vypoctéte presneé,

b) vypoctéte piiblizné obdélnikovym, lichobéznikovym i Simpsonovym
pravidlem pro 6 podintervalti a urcete chyby téchto aproximaci,

¢) najdéte horni odhad chyb aproximaci z b) uzitim obecnych tvara

[h? [h? Ih*
E _ " E = —_—— " E —_ (4)
pro délku [ = b — a a vhodnd &,£,& € (a,b). Tyto odhady
porovnejte s chybami z kroku b),
d) Pro kazdé z pouzitych pravidel urcete pocet podintervalu, zarucujici
chybu, mensi nez ¢ = 0,1.

7. Priklad 6 vyfeste pro integral I(f) = f24 xInzdz. Volte 4 podintervaly.

8. Urcete pocet podintervalu, ktery zaruéi, ze chyba aproximace nize uve-
denych integrali a) - f) obdélnikovym, lichobéznikovym a Simpso-
novym pravidlem bude mensi, nez €.

1

a) /Sin(mc)d:v, e=0,01

0
1

b) / e *dx, &= 0,005

0
2

c) /sin($2)dx, e = 0,001

0
1

d) /cosx -edx, ¢=0,001

0
1

e) /ex sinxzdr, €= 0,0005

0
2

f) /(:c3 +e7 ) dz, e=0,000005

-1
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9. Vzorce pro dvoubodovou a tfibodovou Gaussovu kvadraturu zjednoduste
pro interval (—1,1). Integral
1

x+1 o
I(f) = /m dr = 1,69191 aproximujte
-1

a) dvoubodovou a tiibodovou Gaussovou kvadraturou,

b) Simpsonovym pravidlem pro n =2 an = 4,
vypoctéte jejich chyby Fgso, Eas, Eso, Esy a porovnejte je.

10. Integrély a) - ¢) aproximujte dvoubodovou Gaussovou kvadraturou a
jednoduchym Simpsonovym pravidlem a vypoctéte chyby téchto apro-
ximaci.

e

1
a) / —  dw =0,785398
z(l+In"x)

1

[

b) / 2T dr = 0,147221
1+

1
0,5
c) /Sin(et/Q)dt = 0,451976

0

11. Integrdly a) - d) aproximujte tiitbodovou Gaussovou kvadraturou a
Simpsonovym pravidlem pro n = 4 a vypoctéte chyby téchto apro-
ximaci.

s

a) /a:sinxdx = 2,840424

1
27

b) (cosz)?(sinx)*dx = 0,785398

¢) dt = 0,895372

1+t2 4t

— O —

0
4
d) / 1 4+ vz dr = 6,075896
0
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12.

13.

14.

15.

Integral
2

/ ST e = 1,605413
xXr

0

aproximujte tifibodovou Gaussovou kvadraturou a Simpsonovym pra-
vidlem pro n = 8 a vypoctéte chyby téchto aproximaci. Jakou hodnotu
prifadite funkci sinz/x pro x = 07

1 1
I://eo,gx—l,lydxdy

-1 -1

Integrél

vypoctéte presné, aproximujte

a) jednoduchym obdélnikovym pravidlem
b) jednoduchym lichobéznikovym pravidlem

¢) jednoduchym Simpsonovym pravidlem
a vypoctéte chyby vsech aproximaci.
Integrél z prikladu 13 aproximujte slozenym

a) obdélnikovym pravidlem,
b) lichobéznikovym pravidlem a
¢) Simpsonovym pravidlem,

kdyz obé strany ¢tverce (—1,1) x (—1,1) rozdélite na 4 podintervaly a
vypoctéte chyby téchto aproximaci.

Odvod'te vzorec pro vypocet plochy |T'| trojihelnika T = ABC' s vr-

choly A = [ay,as], B = [by,bo], C = [c1, o). Pocitejte [T = [ [ dady
transformaci F' :

r = a1 +E&b —ar) +nlcr —ar)
= ag+&(by — az) +n(ca — az)

na trojihelnik 7 = ABC' s vrcholy A = [0,0], B = [1,0], C' = [0,1]
z Obr. 7.
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Obrazek 7

16. Pro body A = [1;0], B = [2;0,5] a C' = [0,5;2] a pro trojihelnik
T = ABC aproximujte integral

I(f) = //T(x3 —0,5¢9° — 4(x + y)y) dedy = —6,38672

kazdym ze tii znamych pravidel.

17. Numerickou integraci vypoctéte presnou hodnotu integralu

I(f) = //Q (2— (x— 0.5) — 27 dudy

ptes polygon Q = ABCDEFG, kdyz A = [1,5;0,5], B =10,7;0,9], C =
{I(f) = 3,738625.}

8 Reseni okrajové tlohy pro ODR 2. #idu
metodou konec¢nych prvkua

V této kapitole jsou metodou kone¢nych prvki (struéné MKP) feseny konkrét-
ni priklady okrajové tulohy pro ODR 2. fadu stejného typu jako v kapitole 6.
Vzorové teseni MKP je predvedeno na piikladu

—0,2y" +15y =1—2 v (0,1), y(0)=1, —0,2y'(1) =0,4
s krokem h = 0,2, ktery je stejny jako v kap. 6. Postup feSeni MKP je
pouze uveden. Jednotlivé kroky ani pouzitd terminologie a znaceni nejsou
vysvétleny. MKP je vysvétlovana v prednédskdch a v kapitole 14 skript [5].

Resen 1ilohy MKP spoéivé v postupném provedeni téchto kroku 1 az 3:
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1. Galerkinova (slabd) formulace: Nejprve se libovolnou (blize nespeci-
fikovanou) testovaci funkci v s vlastnosti v(0) = 0 ob¢ strany dané ODR
vynasobi a zintegruji pres dany interval s vysledkem

1 1
/0 (—0,2y" + 1,5y )vdx = /0 (1—-=z)vde. (1)

Leva strana se symetrizuje tim, ze souc¢in —0,2y"v se integruje metodou per
partes s volbou s’ = —0,2y”, ¢t = v a pii pocitani [s - t]§ = [—0,2y'v]} se uziji
identity —0,2y'(1) = 0,4 a v(0) = 0:

s==02y" t=vw

1 1
_ " — —[_ /1,11 1o
/0 (—0,2y"v)dx s— 02y #—u | =702 +/0 0,2y'v'dx

1
= O,4v(1)+/ 0,2y'v'dx.
0

Dosazenim vysledku do (1) a umisténim pravé vsech ¢lenu obsahujicich hle-
dané teseni y na levou stranu vznikne identita

1 1
/ (0,2y"v" + 1,5y'v) dx = / (1 — z)vdx — 0,4v(1). (2)
0 0

Levou stranu (2) znacime standardné B(y,v) a pravou L(v), takze

1 1
B(y,v) = /0 (0,2y"v' + 1,5y'v)dz a L(v) = /o (1 — z)vdx — 0,4v(1).

Pro Galerkinovu formulaci tlohy zbyvé najit co nejvétsi mnoziny pripustnijch
reseni W a testovacich funkci'V tak, aby identita (2) méla na obou strandch
konecnou hodnotu pro vsechna y € W a v € V. Symetrizaci byla naro¢nost
tohoto pozadavku na funkce y a v sjednocena, prirozend Neumannova okra-
jova podminka byla ,,zabudovand“ do rovnosti (2), ale splnéni podstatnijch
Dirichletovych okrajovych podminek je nutno pozadovat. Proto polozime

W={yeH(0,1);y0) =1}, V={veH (0,1);v(0)=0}
a tedy Galerkinova (slabd) formulace zni:
Najdéte y € W tak, aby B(y,v) = L(v) pro v8echna v € V. (3)

2. Diskretizace: Interval rozdélime uzly z; = th pro i = 0,...,5 s krokem
h = 0,2, tj. budeme hledat ptiblizné feseni ve tvaru

Yo = Po +y1p1 + - T Ys505.
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Grafy nenulovych hodnot funkei ¢, ..., 5 jsou zndzornény na Obr. 8.

¥o ¥1 ©2 ¥3 P4 2

. . Obrazek 8
Zo .Tll .2?12 .113 114 Iy l: 1 =z
Funkce vy, se dosadi za y do (3) a jako testovaci funkce se pouZiji ¢, .. ., @s;
tj. prave ty funkce, u nichz je v y, neznamy koeficient. Takto vznikne systém
5 rovnic pro neznadmeé yyq, ..., ys s rozsitenou tridiagonalni matici
B(Sohgpl) B(9027g01) E(@l)
B(sola 802) B(g027 902) B(9037 802) L(SDQ)
B(QOQ)QO?)) B(SO37(103) B(QO47903> L(§03) )
B(ps, p1) Blps,0s) Bles, ) | L(ps)
B(es,05) Blgs;¢s) | Ligps)

kde L(g1) = L(p1) — B(go, ¢1). Pii vipoctu hodnot prvki této matice lze

vyuzit skutecnosti, ze fol i(xr)dr =02 proi=1,...,4 a fol os(z)dz = 0,1

jsou obsahy trojihelniku vysrafovanych na Obr. 9 a funkce ¢; maji hodnoty
Y1 Pi s
1T \

/ ﬁ ﬂﬂ‘. Obrézek 9

Ti1 m  Tipp Tg x5=17T

5(x — xiq) 5 proz € (x—1,2;) N(0,1)
oi(r) =< Bz —x) a @i(x) =< =5 prox € (z;,xi11)N{0,1) (4)
0 0 jinak
proi=0,...,5. Protoze ¢; 1 i ¢; jsou nenulové jen pro = € (z;_1,x;), plati

B(pi_1,0i) = / (0,2¢;_1¢; + 1,5¢;_1¢;) dw:/ (=5 — 7,5¢;) dx

= —1-— 7,5/ pidr = —1,75
Ti—1
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pro i =1,...,5. Analogicky
Tit1 Ti+1
B(pit1,0i) = / (O,2g0;+190; + 1,5<p;+1<,0i) dr = / (=54 7,5¢;) dx
= —1+ 775/ p;dr = —0,25
Ti—1

proit=1,...,4,

Blpi, i) = / i (0,297 + 1,5¢}p;) dz + / - (0,297 + 1,5¢}p;) da

Z; Tit+1
= 1+7,5/ gpida:+1—7,5/ pidr =2
Ti—1 P

prot=1,...,4a

1
B(yps,p5) = / (0,2@’524—1,590;305) dx
0,8

1

= / (0,225 + 7,5¢5) dz = 1+ 0,75 = 1,75.
0

8
Zbyva spocitat slozky vektoru pravych stran. Dle (4) je proi =1,...,4

it t=x— x4
o) = [ e o =]yt
i1

0,2
_ / it + 2)(1 — 2 — t)dt

-0,2

0,2 0,2

-0,2 -0,2

0 0,2
—5/ £(0,2 + t)dt — 5/ (0,2 — t)dt = 02(1 — z;) a
0

-0,2

1 1 1
Ligs) = / o5+ (1 — z)dz — 0,4 = / s — / s — 0,4

8 0,8 8

1
= 01— 5/ z(z — 0,8)dz — 0,4 = —0,39333,
0

8

takze rozsitena matice soustavy je

2 —0,25 1,91
~1,75 2 —025 0,12
~1,755 2 —025 0,08

—1,75 2 —0,25 0,04
1,75 1,75 —0,39333
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3. Resenim soustavy rovnic ziskdme hodnoty vy, . .., ys priblizného reseni

v uzlech x4, ..., x5, uvedené v Tabulce 1.
1 1 2 3 4 5
X 0,2 0,4 0,6 0,8 1

y(x;) | 1,10173  1,17509 1,21412 1,19217 0,98977
vy, | 1,10213 1,17704 1,22144 1,21218 0,98742 Tabulka 1
Yy | 1,10185 1,17562 1,21586 1,19622 0,98917

V tabulce jsou uvedeny i aproximace ¥,,; feSeni v uzlech z;, vypoctené meto-
dou koneénych prvku s krokem h = 0,1 a hodnoty y(x;) presného feseni

26 1 172 7 1 1
y(x) =1+ T ng = (egw — 1) e 7.
Priklady k procviceni

a) Ulohy s konstantnimi koeficienty a s nulovou absorpct. Resenf tloh 1 -
13 nejprve schematicky nakreslete na zakladé znalosti fyzikdlniho vyznamu
a potom je aproximujte MKP s danym krokem h.

1. =y’ =1,y(0)=1,y(1) =0, h=1/6
2. 05y =1,y(0) = —1, 055/ (1) =1, h=1/5
3.~y =1,y(0) =1, (1) =1, h=1/5
4. —y" =0, y(0) =2, —y/(1) = 2(y(1) — 0,5), h = 1/4
5. —0,2y" = 1,5, 0,2¢/(0) = 0,55(0), y(1) = 0, h = 1/4
6. —04y" =15, 04y(0) =1, y(1) =2, h = 1/5

8. —0.8y" +1y/ =1,4(0) =0, —08y/(1) =1, h=1/5

9. —04y" +y =2, y(0) = —1, —0,4y'(1) = 2y(1), h = 1/4
10. —05y" —y =1, y(0) =0, y(1) =0, h = 1/6

11. —02y" —y' =1,y(0)=0,y(1) =0, h=1/6

12. —y" — 0,5y’ =2, y'(0) = 2(y(0) — 0,5), y(1) =0, h=1/5

¥13. =2y — 0,4y =1, 2y/(0) = -1, y(1) = 1,2, h=1/5
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b) Ulohy s nekonstatnim koeficientem tepelné vodivosti - rovnice v diver-
gencénim tvaru

4, — [ +2)y] + 1.2/ =1, y(0) =1, —2/(1) = 0,4(y(1) — 0,8), h=1/5
15. —[cos(z)y] —y' = —1,y'(0) = =3, y(1) =4, h =1/5
16. —[(1 —0,42)y] +0,2y =1, y(0) =0, —0,6¢/(1) =2, h = 1/4
17. —[(1 = (x — 0,5)2)3/]/ -2y =0,8,0,75y'(0) =0, y(1) =0, h=1/4
c) Ulohy s kladnym koeficientem absorpce nebo s proménnou intenzitou
zdrogii. Jak naznacuje fesend tloha, je presny vypocet hodnot L(p;) relativné
slozity i pro intenzitu zdroju f(x) = 1 — x. Proto pozadujeme, aby ve shodé

se standardnimi procedurami byly v ulohéch 18 - 23 integraly ptes intervaly
(z;_1,x;) pocitany priblizné jednoduchym lichobéznikovym pravidlem.

18. —y" + 05y =1/(x+1), y(0) =1, —¢/(1) = 2(y(1) = 0,2), h = 1/4
*19. —03y" +y +y =22 y(0)=0=y(1),h=1/5

20. —[(0,14+2)y) +y=1+2,01y(0)=2,y(1) =0, h=1/5
¥21. —0,5y" + 2y + 0,4y =2, y(0) =1, =05/ (1) =1, h=1/4

22, —y"+3y=sinz, y(0)=1,y(1)=2, h=1/5

23, —[(1—=2?/2)y] +y = e, y(0) = 1=y(1), h=1/5

9 Vysledky reseni prikladu
Kapitola 1

1. f(z) = 0 <= arctgx = 1/(r—1) = rovnice m4 2 koteny z(!) = —0,8
ax® =27 f(—1)- f(=0,5) < 0 plyne V) € (=1;-0,5) az f(1,5)- f(2) < 0
plyne z® € (1,5;2). Po 6 krocich metody pileni (") = —0,6796875 +
0,0078125 a 2 = 1,914062 + 0,0078125. Po 1 kroku metody regula falsi
M) = —0,6739517 a | f(—0,6739517)| < 0,0073, 212 = 1,912994 a | f(1,912994)| <
0,00564.

2. f(z) =0 <= sinz =0,2(x—1)2—~1 = rovnice m4 2 koteny z'!) =
—0,6, 23 = 3. £(—0,9)-f(—0,5) <0 = 21 € (-0,9;-0,6) a f(3)-f(3,4) <
0 = 2® € (3;3,4). Po 6 krocich metody piileni (V) = —0,54375 4+ 0,00625
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a ) = 3,18125 4 0,00625. Po 1 kroku metody regula falsi () = —0,549018
a |f(—0,549018)| < 0,00175, (? = 3,182256 a | f(3,182256)| < 0,0069.

3. f(z) =0 < 2*=6— (v —3)? = rovnice m4 2 koieny z(!) = 0,5,
@ =13, £(0,3) - f(0,6) <0 = 2 € (0,3;0,6) a po 5 krocich metody
pilenf () = 0,576562 + 0,0046875. Podobné £(1,2) - f(1,8) <0 — z® ¢
(1,2;1,8). Po 6 krocich metody pileni 2(® = 1,3453125 4 0,0046875. Po
2 krocich metody regula falsi 2™ = 0,573092 a |f(0,573092)| < 0,00225,
(®) = 1,342774 a | £(1,342375)| < 0,0027 po 9 krocich regula falsi.

4. f(zr) =0 <= e® =2z +2 = rovnice mi 2 koteny () = —0,8,
@ =18 f(—=0,8)- f(=0,5) < 0 = 2z € (-0,8;—0,5) a po 6 krocich
metody ptileni () = —0,7671875+0,00469. Podobné f(1,4)- f(1,8) <0 =
@ € (1,4;1,8). Po 7 krocich metody ptileni £ = 1,678125 £ 0,003125. Po
1 kroku metody regula falsi (Y = —0,76658 a |f(—0,76658)| < 0,00225,
@ = 1,6781 a |f(1,6781)| < 0,00083 po 3 krocich regula falsi.

5. f(z) =0 <= logz = 2r — 7 = rovnice ma 1 kofen r(!) = 4.
f(3,6)-f(4) <0 :> ) € (3,6;4) = staci provést 8 kroki metody
puleni. Vysledek (M) = 3,78984375 4 0,00078125. Po 1 kroku metody regula
falsi je (M) = 3,78896 s chybou, mensi nez 0,00061.

6. f(z ) 0 < Inz =1 = rovnice md jeden koten z = 1,6.
fl@) =0 < z = F(z) pro F(z) = ex a |F'(z)] = < je klesajlcl na
(1,6; 00), nebot je podilem klesajici funkce er a rostouct funkce x2. Soucasné
|F'(1,6)] = 0,72978 < 1. Polozime tedy zy = 1,6 a pocitame z;11 = F(x;)
proi=0,1,.... Vysledek: x7 = 1,76656 je aproximaci Z s chybou, mensi nez
0,01.

7. f(x) =0 < Inz = %! = rovnice ma dva koreny z() = 0,2,
@ =12 f(z) =0 <= 1z =3z +4=F(r)az =93 = Fy(x).
|F{(z)| =2 <1 < z>3al|Fj(z) =53 <1 < 2<33+4=
7,2958. Tedy z(1) = 0,29031 je vypocteno tifemi kroky iterace zo = 0,2,
T = e@D/3 a 2(2) = 11,26539 je vypocteno Sesti kroky iterace zy = 12,
ZTiz1 =3Inx; +4 pro ¢ :O,l,....

8. f(z) =0 <= ¢e" = §+2 = rovnice ma dva kofeny o) = —4
(Q)il,f(;c):0<:>x—2€ —4=F(r)ar=In(2+2 ) Fy(x). P
[Fi(z)] = 2" <1 <= 2 <In05=—-0,69315a |[Fj(x)| = iy < 1 <

x > —3 nebo x < —5. Tedy z(1) = —3,96195 je vypocteno Ctyimi kroky
iterace ro = 4, x40 = 2™ — 4 a x(2) = 0,89509 je vypocteno Sesti kroky
iterace zg =1 a 2,41 = In(2 + x;/2) proi =0,1,....
9. f(x) = 0 <= 22z = 2° = rovnice m4 dva kofeny z(M = 1,
2@ =21 f(z) =0 <= 1z = 6222 = Fi(z)az = ln(li’gx) = Fy(x). Pak
|F’( )] <1 <= =z < 166627 a |Fy(z)] < 1 <= = > 1,44270. Tedy

eTit -In 2

2.2

zM 0,78216 je vypocteno deviti kroky iterace zg = 1, x;41 =
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In(2,2x;)

) = 240003 je vypocteno jedendcti kroky iterace xg = 2,1, 2;41 = 3

prot=0,1,...

10 f(z) =0 < In(z) = gx— 1 = rovnice mé dva kofeny =) = 0.5,
=4 flz) =0 <= z=es*"'=F(z)az=(lnz+1) = Fy(r). Pak
|F’( <1 <= 2<2352a|F2) <1 < x> 16 Tedy 21 = 0,504
je vypoéteno tiemi kroky iterace xo = 0.5, 2,41 = es% 1 a 2 = 3.68860 je
vypoéteno osmi kroky iterace xg =4, z;417 = 1,6(Inx; +1) proi =0,1,...

11. f(z) =0 < x =sinx + 0,25 = rovnice ma 1 kofen = = 1,2.
Protoze |F'(z)| = cosz < 1 pro z € (1,7/2), ziskame aproximaci 1,171232
po desiti krocich iterace x¢g = 1,2, x;41 = sinx; + 0,25 s chybou, mensi nez
le-5.

12. f(z) =0 <= 2®> =2 +5 = rovnice md 1 koren & = 2. f(z) =
0 <= o= (z+5)5 = F(z) a|F'(z)] = iz +5)"5 < 0,101 pro > 1,
vznikne aproximace 1,90423 s chybou, mensi nez le-3 po tfech krocich iterace
Tog =2, Tip1 = (1—1—.7:1-)% proi=0,1,...

13. f(r) =0 <= = =In(r +2) = rovnice m4 2 kofeny z!) =2 a
@ = —15. f(z) = 0 — rz=In(r+2)=F(r) axr=e" —2=Fx).
Protoze |F|(z)| = |x+2‘ <l <<= z>-lal|Fx|=<1 << z<0,
vznikne aproximace 1,14622 kofene z() po deviti krocich iterace zq = 2,
Ti11 = In(z; + 2) a aproximace —1,84140 koiene 7 po Sesti krocich iterace
xo = —1,5, ;01 = €% — 2 s chybou, mensi nez le-4.

14. f(z) =0 <= arccosz = /x +1 = rovnice m4 1 kofen & = 0,5.
Protoze f(x) =0 <= z=cosvzx+1=F(z)al|F'(z)| = %\/? < % pro
x > 0, vznikne aproximace 0,383975 s chybou, mensi nez le-3 po jedenacti
krocich iterace zo = 0,5, ;.1 = cosvx + 1 proi=0,1,...

15. f(z) = 0 <= Inz = = rovnice ma 1 kofen & = 1,2.

L
z2+1 .
Protofe f(z) =0 <= x = e = F(z) a|F'(x)| = % je klesajici pro
x € (1,00) a |[F'(1)] = */TE < 1, vznikne aproximace 1 40148 s chybou, mensi

nez le-3 po deviti krocich iterace g = 1,2, x;,11 = e“”z“ prot=0,1,...

16. f(r) = 0 <= Inzx =1- 3 = rovnice md 1 kofen = = 24.
Protoze f(z) = 0 <= z =¢'"21 = F(z) a [F'(z)| = & 5 <1
pro x > 0, vznikne aproximace 2 45406 s chybou, mensi nez 1e 4 po ¢tytech
krocich iterace xy = 2,4, x;11 = e! —3 proi=0,1,...

17. f(z) =0 <= 2%?—1 = arctgz = rovnice m4 2 koteny (') = —0.5
ar® =16 f(z) =0 < z=2%%_1=F(z). Proz € (—1,0) plat{

0 < —arctgr < —x a tedy Fj(z) = = (11+a;§;%§_(11;rf) > (x_l)%lﬂz) > —1a
z—1—z(1422 3
Fi(z) < 5t = ooy < 0 Tedy |F{(2)| < 1 pro z € (=1,0),
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flz) =0 <= z = IT+arctger = Fy(x) a |Fy(z)] = g \/1+arctg$ <

% pro x > 0. Tedy po péti krocich iterace xg = —0,5, ;41 = % —1
ziskdme aproximaci —0,65064 kotene (1) s chybou mens{ nef 1e-3 a podobné
po ¢tyfech krocich iterace g = 1,6, 2,41 = /1 + arctg x; ziskdme aproximaci
1,39619 kofene (.

18. f(x) =0 <= arctgr = 1 —2x — rovnice ma 1 kofen T =0,3.
Protoze f(z) = 0 <= a = =88 = F(z) a |[F/(z)| = s < 0.5
pro z > 0, ziskdme aproximaci 0,33736 kofene z po desiti krocich iterace
29 =0,3, ;41 = % proi=20,1,...s chybou, mensi nez le-4.

19. f(z) =0 <:> arctgxr = 0,4xr+0,2 = rovnice ma 3 kofeny, nejveétsi
T = 3. Metoda poskytne aproximaci & = 2,462693 s chybou, mensi nez le-5
po tiech krocich.

20. f(x) =0 < e % =4—2> = rovnice m4 2 kofeny, nejveétsi
T = 2. Metoda poskytne aproximaci z = 1,9646356 s chybou mensi nei le-6
po tiech krocich.

21. f(x) = 0 <= 2% = arctgr = rovnice ma 2 kofeny, nejvetsi
z = 0,8. Metoda poskytne aproximaci & = 0,83361 s chybou, mensi nez le-3
po tfech krocich.

22. f(x) =0 <= logx =7 —2r — rovnice ma 1 kofen z = 2,8.
Metoda poskytne aproximaci & = 3,789278 s chybou, mensi nez le-5 po tiech
krocich.

23. f(z) =0 <= 2* =3(z+2)?+ % = rovnice md 1 kofen & = 4,3.
Metoda poskytne aproximaci £ = 4,41780209 s chybou, mensi nez le-6 po
ttech krocich.

24. f(r) =0 < 2®=2+5 = rovnice md 1 kofen Z = 1,8. Metoda
poskytne aproximaci £ = 1,90416 s chybou, mensi nez le-3 po tfech krocich.

25. Newtonova metoda poskytne aproximaci 3,0304917 kotene & € (3;3,1)
pro nultou aproximaci xy = 3,1 s chybou, mensi nez le-6 po tfech krocich.

26. f(r) =0 <= 2 —0,25 =sinx = rovnice ma 1 kofen & = 1,3.
Fourierovy podminky jsou splnény na intervalu (1; 1,5) pro nultou aproximaci
ro = 1,5. Metoda poskytne aproximaci 1,171230 s chybou, mensi nez 1e-5 po
¢tytech krocich.

27. f(z) =0 <= €* =22 —1 = rovnice m4 1 kofen & = —1,1.
Fourierovy podminky jsou splnény na intervalu (—1,5; —1) pro nultou apro-
ximaci xg = —1,5. Metoda poskytne aproximaci —1,147758 s chybou, mensi

nez le-4 po ¢tytech krocich.

28. f(z) =0 <= Inz = % = rovnice m4 2 kofeny, nejvetsi kladny
kofen je & = 11. Fourierovy podminky jsou splnény na intervalu (10; 12) pro
nultou aproximaci xg = 12. Metoda poskytne aproximaci 11,26514 s chybou,

mensi nez le-4 po tfech krocich.
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29. f(zr) =0 <= € =2+ 10 = rovnice ma 2 kofeny, nejveétsi je
& = 2,5. Fourierovy podminky jsou splnény na intervalu (2,3) pro nultou
aproximaci xo = 3. Metoda poskytne aproximaci 2,5279632 s chybou, mensi
nez le-6 po péti krocich.

Kapitola 2

2.1. Gaussova eliminaéni metoda a Gaussova elimina¢ni metoda
s casteénym vybérem hlavnich prvka

1. a) h(A) =2 < h(Al]b) =3
b) h(A) =2 = h(Ab), x = [-2/3 —t/3;3 — t;t]" pro viechna t € R
Systém n rovnic Az = b pro n neznamych ma 1 feseni, kdyz h(A) = h(A|b) =
n, ma nekonecné mnoho fesent, kdyz h(A) = h(A|b) < n a nema zadné fesen,
kdyz h(A) < h(AlD).

2. Dany systém rovnic neni fesitelny Gaussovou eliminac¢ni metodou,
-1
2 —4
eliminacni metodou s ¢astecnym vybérem hlavnich prvku, protoze jeho ma-
tice soustavy je regularni. Obecné systém rovnic Ax = b se ¢tvercovou matici
A tadu n je

a) tesitelny Gaussovou elimina¢ni metodou pravé kdyz vsechny matice

protoze matice A?) = [ je singularni a je fteSitelny Gaussovou

A(l) _ [an], A(2) _ l a11 Q2 :| ,714(”) — A

Q21 Q22

jsou regularni a
b) fesitelny Gaussovou elimina¢ni metodou s ¢astecnym vybérem hlavnich
prvku pravé kdyz matice A je regularni.

3. x = [—19573,2789; 12498,0340; —453,3810] T,

1 0 0 0,3 1,2 20,1
A=LU=| 36667 1 0 0 0,7 19,3994
~15,3333 16 1 0 0 —2,0911

d.a)z =243, bz =[1;23]T, ¢) z = [~0,6379; —1,1897; 2,6897; 0,9655] T,
d) z = [—3,0136;4,9900; 2,0008] .

5. a) Systém rovnic neni tesitelny Gaussovou elimina¢ni metodou a ma-
tice soustavy nemé LU-rozklad. Resenim Gaussovou eliminac¢ni metodou s
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¢asteénym vybérem hlavnich prvki je vektor x = [1;1;1]".

b) x = [0;1]T je feSeni Gaussovou eliminaci, z = [1;1]" je feseni Gaussovou
1 0 0,00001 1

100000 1 } {

V ¢) a d) jsou feseni obéma metodami stejna.

eliminaci s ¢astecnym vybérem, A = LU = [

1 0 1 0,25
c)x:[0,25;4]T,A:LU:{396 1]{0 002],

1 0 0772175 —1,006
d)z=[234T, A=LU = | —0,4625 1 0 01,7467
—0,0147 —0,6085 1 0 0

6. x = [—2,1003;1,8441:1,8940] T, y = [3,5629; 3,6189; —3,6109] .

0,615 —0,077 —0,385 ~10 20 —10
7.a)| —0,077 0,385 —0,077 | b)| 20 —190 160
~0,385 —0,077 0,615 10 160 —140
C 0504 0155 0.257 0,048 —0,842 —0,955 —0477
~0,842 1296 —1.469 —0,734
)| —0,155 0465 —0208 | d)

0557 0908 0407 —0,955 —1,469 —0,998 —0,499
LY ) ) 0477 —0,734 —0,499 0,251
[ 0,379 0517 —0,138 —0,035
) 0517 2,060 —0,552 —0,138

1 0,138 —0,552 0414 0,103
| —0,035 —0,138 0,103 0,276

2.2. Symetrické pozitivné definitni matice, Choleského rozklad,
Choleského metoda

1. Matice a) - e) jsou symetrické pozitivné definitni, protoze jsou symet-
rické a v jejich LU-rozkladu ma horni trojihelnikova matice U vSechny prvky
v hlavni diagonéle kladné. Jejich Choleského rozklady jsou souciny U ' U pro

0 —99999 |’

—0,032
~1,0628
1,4789

1,732 0 0 1 0 0
a)U=| 0577 1,633 0 U= 05 028 0
1,155 0,204 1,257 0,333 0,289 0,075
1,414 0 0 0 2 0 0
—0,707 1,225 0 0 | —05 1,937 0
U= 0 —0817 1,055 0 DU=1_05 —0120 1932
0 0 —0,866 1,118 0 —0516 —0,552
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1,414 0 0 2 0 0

e) U= 0 1,732 0 HAU=|-05 1323 0
—0,707 1,155 1,472 0,5 0,567 2,104
a0 0 0 s 0 o
g U=|-0707 1225 0 h) U = ’

4,472 1,581 3,162 0
2236 0 3,162 7,071

2236 0 0
HU=| 0 3162 0
4,472 1,581 3,162

0  —0817 1,155

2.a)z = [1;1;1]7, b) x = [1,250;0,417;0,333] ", ¢) z = [-1;2;0]", d)
= [0;0,091;0,455] .

3. Matice AT A je symetrickd, nebot (ATA)T =AT (AT)T =ATA. Jeli
x nenulovy vektor, pak je nenulovy i vektor Az, nebot matice A je regularni.
Pak
v’ (ATA)z = (2TAT) Az = (Az)" Az = || Az||, > 0.

2.3. Cislo podminé&nosti matice

1. C(A) = ||A] - ||A7Y| pro libovolnou normu matic || - ||. Pro systém
rovnic Az = b s regularni matici A a s vektorem pravych stran b s chybou e,
splniuje chyba e, vektoru feSeni x nerovnost

e el
< [lA[ - ;A=
] 12
pro libovolnou normu vektoru || - || a ji pfidruzenou normu matic | - ||,

C(B) = 3,C(D) = 42,75
2. C(A) =48/11 pro || - ||oo @ C(A) = 45/11 pro || - |1
3. a) C(A) =24,407 ; C(B) = 11,8 b) C(A) = 81,9 ; O(B) = 89,25

4. C(A) = 602 pro obé normy, ") = [123; —60,88] ", 2(2) = [130; —64,4] .

2.4. Iteracni Jacobiova, Gaussova-Seidelova a relaxa¢ni metoda
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1l.a) z=1[05;1; 1,5]T, b) Soustava rovnic v poradi 2, 3, 1 je silné dia-
gonilné dominantni, proto obé itera¢ni metody konverguji.
¢) Jacobi: z® = [0,15; —0,208:0,813] ", z® = [0,640; 0,456;0,701] "
Gauss-Seidel: () = [0,15; —0,221;0,693] ", 2 = [0,585;0,321;1,086] "

2.a) 2 =[1;1;1]". Po zdméné prvnich dvou rovnic bude matice systému
ryze diagonalné dominantni a obé pozadované metody budou konvergovat.
Jacobiova metoda: (V) = [1,5;0,8;1], 2® = [1,04;0,85;0,825]T, Gaussova-
Seidelova metoda: (V) = [1,5;0,35;0,713] ", 2(® = [1,216;0,791;0,894] .

b) 2 = [1,039;0,805;0,886]". Pii pofadi rovnic 3, 2, 1 bude matice
systému ryze diagonalni dominantni a obé poiadované metody budou kon-
vergovat.

Jacobiova metoda: () = [0,969; 1,656;0,094] ", (2 = [1,762;1,137;1,285]",
Gaussova-Seidelova metoda: (V) = [0,969; 1,172; 1,043] ", 3 = [1,164;0,683;0,872]".

3. a) 20° = [-0,4517;0,1198;0,6347]", b) 2 = [-0,497;0,093;0,636] ",
|z — 2@ =10,133.

4. x = [0,787;0,582; 0,386;0,193] "

5. 2V = [~0,2500;0,0417;0,3889] " , r® = [-0,3576; —0,0700;0,4992] ",
2® =[-0,3573; —0,1069; 0,5237] 7, ||® — 2®|| = 0,0368, konverguje.

6. a) v=[0,34;0,27; —0,54;0,70] ", b) 2 = [0,342;0,273; —0,541; 0,698] .

7. Jacobiova metoda :
W =[1;35]", ||z 2O =5
+? =[5, -3; —3]T, |z — 2 W] =38
G =157, [|2® —2@|| =4
2@ =[11517, [|2® — 20| _ =0, konverguje
Gaussova—Seidelova metoda

W = [1;2;-1]7, ||z H 2

2 =[5 —3]", [a® o] _=

a® = [-23;29; 7|7, ||+® — x(2)||oo =20

o™ = [-71;81; —15T Hx(4 — 2@ =52, diverguje

o0

8. Jacobiova metoda : 2 = [-0,097;0,381;0,605; —0,105] "
Gaussova-Seidelova metoda : () = [—0,105; 0,384; 0,598; —0,099] "
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9. Jacobiova metoda : x® = [0,889;0,133;0,396; —0,714] T
Gaussova-Seidelova metoda : ) = [0,889;0,123;0,416; —0,715]

10. Jacobiova metoda : 2®) = [0,330; 0,504; 2,230; 1,004] "
Gaussova-Seidelova metoda : () = [0,312;0,522;2,271;1,029] "

11. Jacobiova metoda : (%) = [0,4258; 0,6055;0,1055] "
Gaussova-Seidelova metoda : 2(® = [0, 4282 0,6071;0,1071] "
Relaxacni Gaussova-Seidelova metoda : x (4 — [0,4295, 0,6073;0,1071]"

Kapitola 3

1a) prinik dvou parabol, dva kofeny, napf. pro volbu [z(?, y(©] = [1,2;1,2]
vychézi [z, yM] = [1,1924;1,2218],[2?, y?] = [1,1924;1,2216] tedy koten
7 =1,192, § = 1,222.

1b) prunik hyperboly a elipsy, dva kofeny, napr pro volbu [2(9, 4] =
[1,7; 4] vychézi [v(M) y(V] = [1,7461; —3,9377),[2?), y?)] = [1,7459; —3,9344],
[x(3),y( | = [1,7459; —3,9344] tedy kofen & = 1,746, g) = —3,934.

1c) prunik dvou parabol, dva kofeny, napf pro volbu [z, y®] =[0,9;0,3]
vychaz [z, y )] = [0,8949; 0,2668][2), y ] = [0,8937;0,2662], [z ) =

[0,8937; 0,2662] tedy koten & = 0,894, ¢ = 0,266.

1d) prinik paraboly a elipsy, dva koteny, napi. pro volbu [z(?) ¢®)] =
2;0,25] vychézi [z, yM] = [1,9062;0,3125],[z?,y3] = [1,9007;0,3112],
[23), 3] = [1,9006; 0,3112] tedy kofen & = 1,901, 7 = 0,311.

1e) prunik dvou hyperbol, dva kofeny, napr pro volbu [z(®), 4] = [1 75, 1,45]
vychazi [V, yM] = [1,7172;1,3967],[z?), y?] = [1,7167; 1,3953], [z, y©®)] =
[1,7167;1,3953] tedy koten & = 1,717, Q i 1,395.

1f prunik paraboly a hyperboly, dva kofeny, prvni ziejmé [0, 0] a druhy napiiklad
pro volbu [z, 4] = [1,8; 1,5] vychazi [V, yV] = [1,6181;0,9670],[z?), y?)] =
[1,5495;0,8468], [z, y®)] = [1,5437,0,8393] [z, y™D] tedy kofen & =
1,544, y = 0,839

2a) prinik dvou parabol, dva kofeny, v prvnim kvadrantu [z, yM] =
[1,2931:1,8962] , [¢?,y?] = [1,2923;1,8933], odtud ihned & = 1,29, 7 =
1,89, druhy z kofenu piimo z obrézku [—0,5; 0].
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2b) [zM,yM] = [1,3143;1,7582],[z?), y¥] = [1,3089;1,7640], odtud ihned
x =131, ¢y=1,76.

2c) [zW,yM] = [2,1217;0,5004],[z?),y?)] = [2,1251;0,4928], odtud ihned
2d) [2¢ ,y<1>] [1,0252; 1,1087],[2?), 4] = [1,0234;1,1039], odtud ihned
& =1,02, §=1,10.

2e) [zM,yM] = [0,5140;0,9999], [z?,yP)] = [0,5002;0,9999], [z®),yB)] =
[0,5000; 1,0000], odtud ihned & = 0,50, 5 = 1,00.

2f) [2), y<1>] [1,2349; 1,6610],[2® y?@] = [1,2343;1,6615], odtud ihned
=123, §=1,66.
3a) [z, yW] =[-0,333333;0,333333], [2?,y?] = [-0,335771;0,285215]

3b) [z, yM] = [-0,547586;0,577668], [,y

[—0,546948; 0,578713]
3c) [z, yM] = [2,341117;1,863706], [2?,y?] = [2,200044; 1,790363]
3d) [z, yM] = [0,653846;1,519231], [2?),y@)] = [0,669343; 1,493405]
3e) [z yM] = [1,768984;0,564171], [z y@)] = [1,769292;0,565198]
3f) [z, yM] = [1,490948; 1,167598], [z, 3] = [1,478058;1,176513]
3g) [z, yW] = [1,122727;1,504545], [z, 4P = [1,129190; 1,508324]
3h) [z(V yM] = [1,005405;0,032432], [z, y@] = [0,999508;0,000526]
3i) [z, yM] = [1,548794;0,023338], [2?,y?] = [1,538359;0,032434]

3j) [zM,yM] = [-8,043804;0,997622], [2?,y?)] = [~8,000005; 1],

dalsf kofen [z, y(M] = [0,388317; 3,173540], [2(?,y?)] = [0,362494; 3,061857]
3k) [z, yM] = [-0,783333;1,300000], [?),y?)] = [-0,774645; 1,265385]
31) [z, yM] = [1,585868;0,257389], [z y@)] = [1,582605;0,252314]
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3m) [z(M, yM] = [-0,231592; 1,431592], [2?),y?)] = [-0,231264; 1,431264]
3n) [z(V yM] = [0,805480;0,395749], [2@,y?] = [0,805503;0,395774]

30) [z, yM] = [0,450627;0,050157], [2?), 4] = [0,450688; 0,049558]

3p) [z, yM] =10,633929;0,723214], [z?,yP)] = [0,637107;0,718821]

3q) [z™M,yM] = [0,687873;0,239928], [¢(?,y?)] = [0,686595;0,239120)].

4a) prﬁnik kruznice a kubické paraboly, dva symetrické koteny,

[z, yM] = [0,793701; 0714143], [2?), y?] = [0,893844; 0,608308], [z, y®)] =
[0,847308; 0,448378], [a:(4 ,y™M] = [0,765388;0,531102], koten & = 0,826031 ,
g = 0,563624, druhy z kotenu je [—Z, —y].

4b) prunik elipsy a paraboly, dva symetrické koteny,

[z, yM] = [1,420000, 1,982222], [z?), y?)] = [1,402911;1,980321], [z®), y®)] =

[1,408992; 1,981866], [z, y™¥] = [1,407296; 1,981331], feseni & = 1,407640 ,
g = 1,981451, druhy z kofenu m4 soutadnice [z, —7].

4c) [z, yM] = 10,912500; 0,917188], [z?), 4] = [0,967390; 0,968013], [z, y3)] =
[0,987290; 0,987388], [z >,y< )] = [0,994968,0,994883], piesné feseni & = 1,
§=1.

4d) [z, yM] = [0,337500; 0496875] (22, 4] = [0,292918; 0,495036], [z, y3)] =
[0,280697;0,496829], [, yW] = [0,277280;0,499668], koten & = 0,275892,

§ = 0,499211.

Kapitola 4

4.1. Lagrangeova a Hermiteova interpolace

1. a) Lagrangeuv tvar: P(x) = —2(x — 3) + (z — 1),
Newtonuv tvar: P(x) =4 — (x — 1);
b) Lagrangeuv tvar: P(z) = yo2—2L + y; 20

1‘0 x1 z1—x0’

Newtonuv tvar: P(z) = yo + 2=22(z — ).

2. a) Lagrangeuv tvar:
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L(z) = —g(@—=2)(z—3)(x—4)+ jz(z —3)(x —4)—

—Sa(a - 2)(z — 4) + Ia(e — 2)(z - 3),

Newtonuv tvar:

Ni(z) = 3—:6—1—%1:(95—2)—% z(x —2)(x —3), x€(0,4);
b) Lagrangeuv tvar:
L(z) = %x(x—Q)(x—B)(x—ll)—%(a:+1)(x—2)(q:—3)(:1:—4)+

+1—12($ + Dz(z —3)(x —4) — %(1’ + Dax(x —2)(z —4)+

—I—%(m + Dz(z —2)(z — 3);
Newtonuv tvar:
N(z) = Ns(z) — ga(z—2)(x—3)(x—4), ze(-1,4).
3. a) Ni(z)=1-0,4597z, x € (0,1), abs. chyba = -0,2397,
b) Na(x) = Ni(z) —0,2484z(x — 1), = € (0,2), abs. chyba = -0,0534,
)

= No(x) + 0,1465z(x — 1)(z — 2), = € (0,3), abs. chyba
d) Ny(x) = N3(x) — 0,0146z(z — 1)(z — 2)(x — 3), = € (0,4), abs.
chyba = 0,00974.

4. a) N3(z) =24z +4zx(x— 1)+ z(x —1)(x — 2),
b) Ny(z) =2+z+4z(x—1)+x(x—1)(r—2)+1,428573x(x — 1)(z —

2)(z —5).
5. N(z) = 10 + 0,0476(z — 100) — 0,0001(z — 100)(zx — 121), V/II5 =
N(115) = 10,7230, takze absolutni chyba je /115 — 10,7230 = 0,0008.
6. N(z) = —0,14794 + 0,04401(x — 4) — 0,00134(z — 4)(z — 8),

N(z) =logz — =% = logz = N(z) + 1. Odtud log(5,25) = 0,72120,
absolutni chyba je —0,00104.

7. N(x) =1,58740 + 0,12258(x — 4) — 0,00772(x — 4)(x — 5),
/4,8 = 1,68670, takze absolutni chyba je 0,00017.

8. N(z)=1—1,171572z — 3,313712z(x — 0,25),
cos & = 0,850762 a absolutni chyba je 0,015263.
9. a) s(z) je prirozeny kubicky splajn.
b) s(x) je kubicky splajn a neni ptirozeny kubicky splajn.
10. H(z) = 4 — 3(x + 1) + 2(z 4+ 1)*(z — 2), defini¢ni podminky jsou
H(-1) = 4,5(-1) = 0H@) = ~LH'(2) = 3 a f(1) = H(1) =
—1,0370.

60



11.  a) H(z) = —(z+1)+2(x+1)%2— Z(z+1)%2? + F(z+1)%2%(z — 2),

—(z+1)+2(x+1)% roz € (—1,0),
b) s(x) = { b

—1+z+ 122+ 32%(x—2) proz € (0,2).

—62° +81% +x+2 pro z € (0, 1),
12. s(x) =

0,407407 23 — 2,555556 22 + 2,888889 = + 4,259259 pro x € (1, 4),
a definiéni podminky jsou s(0) = 2, §'(0) = 1, s(1) = 5, §'(1) = —1,
s(4) =1, s'(4) = 2.

13. a) H(z) = -1+ (z+ 1)? = 2(z + 1)%x + 1,5(z + 1)%2? — 1,5(z +

) o(a) —22% —32% pro x€ (-1, 0),
b) s(z) =
—22%+32% pro x€ (0, 1).

2,497495 + 1,070737(x — 1,5) — 0,494266(x — 1,5)2+

14. a) +0,029528(z — 1,5)%(x — 2) + 0,036969(z — 1,5)2(x — 2)2—

—0,004542(x — 1,5)*(x — 2)*(z — 3),
£(2,5) = 3,098472, H(2,5) = 3,098540 a abs. chyba je -0,000068,
- { 0,020522 2 — 0,641875 22 + 2,79709  — 0,353556, « € (1,5;2),
b) s(z)=

0,1302162% — 1,263540x2 + 4,075430z — 1,229120, x € (2;3),
a s(2,5) = 3,096955 a tedy absolutni chyba je 0,001517.
H(z) = z—1-03069(z — 1)+ 0,1138(z — 1)%(z — 2)—
—0,0323(z — 1)%(z — 2)2 + +0,0094(z — 1)%(z — 2)%(z — 3)—
15 9) —0,0021(z — 1)2(z — 2)%(x — 3)2+

10,0003z — 1)%(x — 2)2(x — 3)%(a — 4),

In(2,5) = 0,9162907319, H(2,5) = 0,9163289062 a tedy absolutni
chyba je —0,0000381743.

((0,113706 = — 0,534265) (x — 1) + 1) (z — 1),
b) s(z) =< 0,022403 2% — 0,251356 22 + 1,236590 = — 0,953829, 2,3
0,007969 ® — 0,125341 2% + 0,870216  — 0,599130, x € (3,4),
5(2,5) = 0,916713 a absolutni chyba je 0,000422.
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16. a) N(z)=1,105171 + 1,16232(z — 0,1),
%15 = 1161834243, N(0,15) = 1,163287 a tedy absolutni chyba
je —0,001452757.

H(x) = 1,105171 + 1,105171(x — 0,1) + 0,571490(z — 0,1)*+
+0,193400(x — 0,1)? - (x — 0,2),
H(0,15) = 1,1618341 a tedy absolutni chyba je 0,000000143.

17. a) N(@)=1+1-(z—1)+35 (z—1)(z —2),
H(z) = 1+0,3863(x — 1) +0,6137(x — 1)? + 0,1589(x — 1)? - (x — 2)+
+0,0405(z — 1)+ (z — 2)2 + 0,0071(z — 1)% - (z — 2)? - (z — 4),
0,1589 2 — 0,0219 22 — 0,0466 « 4+ 0,9096 pro =z € (1, 2);

c) s(x) = :

0,4657 23 — 2,1120 2% + 4,6310x — 2,5410 pro =z € (2, 4).

Absolutni chyby aproximaci v bodé 3,5 jsou
a) f(3,5)—N(3,5) = —0,6863, b) f(3,5)—H(3,5) =0,0030 ac) f(3,5)—
5(3,5) = 0,0513.

b)

H(z) = 1—4774575(z — 0,5)% + 1,581225(z — 0,5)2(x — 0,7)
4 3,335642(x — 0,5)%(x — 0,7)% — 1,665376(x — 0,5)%(x — 0,7)%(x — 1)
a absolutni chyba je sin (3“) — H(0,75) = -0,000010.

18.

4.2. Diskrétni metoda nejmensich ctverca

1. f(x) = 0,252 + 0,85z — 0,25 a chyba aproximace je 0, 6708.

2. e” =1,14860x + 1,26828, chyba aproximace je 0,51928
a absolutni chyba aproximace ¢%?° je —0,27140.

3. Prumérnd spotieba je v obcich 8,5135 1/100 km a mimo obce 5,8307
1/100 km.

4. a) f(z) =-0,043478z + 1,913043 a b) f(z) = 0,6z + 2.

5. f(x) = —0,13102* — 1,3929x + 0,6667.

6. f(x) =0,897 - + 1,738, a chyba aproximace je 0,554.

7. f(z) =2,0133 + 1,5732¢™".

8. 2% =2,674 +0,057sinx — 2,854 cos x a chyba aproximace je 0,282,
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9. f(z) = 0,035 + 0,105z + 0,925z, chyba aproximace je 0,201 a chyba
aproximace funkce y = 2? polynomem f* je 0,172.

10. 2% =-1,339 4 0,713e” + 0,752e % a chyba aproximace je 0,182.

11. a) I =

b)z =3 y=

9

79
76
307

Ty = %, chyba aproximace je 1,069,
chyba aproximace je 0,4472136,

¢) a=0,75,b= 1,25 ¢ = 1,875, d = 0,375 a chyba aproximace je 0,5.

12. |z| = 0,280522 — 0,4891x + 0,1674 a chyba aproximace je 0,2181.

Kapitola 5
1.
A S N e
0 0 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
11025 01 |0,100312 | 0,100313 | 0,100000 | 0,100314
2| 0,50 | 0,100625 | 0,101263 | 0,101265 | 0,100625 | 0,101269
310,75 | 0,101891 | 0,102890 | 0,102894 | 0,101891 | 0,102903
4| 1,0 | 0,103838 | 0,105257 | 0,105264 | 0,103838 | 0,105282
2.
i |yl ylTeun yik PRy en
0 0 0 0 0 0 0
11025 00 |0,0312500 | 0,0288086 0 0,0277778
210,50 | 00625 | 0,110352 | 0,106543 | 0,0625000 | 0,104939
310,75 | 0,171875 | 0,226838 | 0,222381 | 0,171875 | 0,220508
4| 1,0 | 0,316406 | 0,372530 | 0,367894 | 0,316406 | 0,365950
3.
i [Pt [yl |y [y gl
0] 0 ) 5 5 5 >
11025 20 |215625 216123 | 2,0 |2,16667
2| 0,50 | 2,3125 | 2,69580 | 2,71003 | 2,31250 | 2,73810
310,75 | 3,01562 | 3,84430 | 3,88744 | 3,01562 | 3,98352
4| 1,0 | 4,33308 | 6,15221 | 6,29464 | 4,33398 | 6,59801
4.
i | @ |y | yfew [ yRK] PRy Lich
0 1 ) 5 5 5 5
1] 1,25 | 2,12500 | 2,13603 | 2,13599 | 2,12500 | 2,13566
2| 1,50 | 2,27206 | 2,29133 | 2,29128 | 2,27206 | 2,20067
3| 1,75 | 2,43711 | 2,46226 | 2,46220 | 2,43711 | 2,46139
4| 2,0 | 2,61663 | 2,64580 | 2,64574 | 2,61663 | 2,64479

63



10.

X

Eul
Yi

Heun

Y;

RK
Y;

ImplEul
7

Lich
Yi

=~ W N~ O .

0,25
0,50
0,75

1,0

1
1,25
1,57812
2,03515
2,68456

1
1,28906
1,69262
2,27805
3,13164

1
1,28958
1,69616
2,28847
3,15476

1
1,25000
1,57812
2,03515
2,68456

1
1,29464
1,70918
2,31359
3,19783

FEul
Yi

Heun

Yi

RK
Yi

ImplEul
i

Lich
Y

=~ W N~ O .

0,25
0,50
0,75

1,0

2
2,0
2,03125
2,15820
2.46170

2
2,01562
2,09534
2,31736
2,81070

2
2,01044
2,08509
2,30197
2,79120

2
2,0
2,03125
2,15820
2,46170

2
2,01575
2,09703
2,32611
2,84533

X

Eul
Yi

Heun

Yi

RK
Y;

ImplEul
7

Lich
Yi

=~ W N~ O .

2,25
2,50
2,75
3,0

2
2,0
2,02778
2,07500
2,13636

2
2,01389
2,05000
2,10227
2,16666

2
2,01388
2,04999
2,10226
2,16664

2
2,0
2,02778
2,07500
2,13636

2
2,01315
2,04887
2,10094
2,16522

FEul
Yi

Heun

Y;

RK
Y;

ImplEul
7

Lich
Yi

=W N = O .

0,25
0,50
0,75

1,0

1
1,25
1,6250
2,15625
2,88281

1
1,31250
1,78320
2,45660
3,38970

1
1,31804
1,79741
2,48393
3,43644

1
1,25000
1,62500
2,15625
2,88281

1
1,32143
1,80613
2,50074
3,46523

X

Eul
Yi

Heun

Yi

RK
Yi

ImplEul
7

Lich
Yi

=~ W N~ O .

0,25
0,50
0,75

1,0

1
1,50
2,2500
3,37500
5,06250

1
1,62500
2,64062
4,29101
6,97288

1
1,64843
2,71733
4,47935
7,38394

1
1,50000
2,25000
3,37500
5,06250

1
1,66667
2,77779
4,62965
771608
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11.

12.

13.

14.

15.

X

Eul
Yi

Heun

Yi

RK
Y;

ImplEul
%

Yi

Lich

=W N = O .

0,25
0,50
0,75
1,0

1
1,0
1,06185
1,19699

1,44115

1
1,03093
1,13588
1,35510
1,80421

1
1,03209
1,13951
1,36673
1,85068

1,0
1,06185
1,19699
1,44115

1

1

1,03300
1,14450
1,38689
1,95126

X

Eul
yi

Heun

Yi

RK
Y;

ImplEul
[

Yi

Lich

B W N = O .

0,25
0,50
0,75
1,0

1
1,50
2,06970
2,73876

3,54154

1
1,53485
2,16403
2,92648
3,86935

1
1,53663
2,16981
2,93928
3,80341

1,50000
2,06970
2,73876
3,54154

1

1

1,53983
2,17769
2,95401
3,91805

X

Eul
Yi

Heun

Y;

RK
Y;

ImplEul
i

Lich
Yi

B W N O .

0,25
0,50
0,75
1,0

1
1,0
0,944700
0,860158
0,763210

1
0,972350
0,908477
0,825656
0,735313

1
0,973494
0,909787
0,826632
0,735752

1
1,0
0,944700
0,860158
0,763210

1
0,975422
0,912587
0,829668
0,738658

Eul
Yi

Heun

Yi

RK
Yi

ImplEul
%

Lich
Yi

=W N = O .

0,25
0,50
0,75
1,0

0
0,25
0,492062
0,709702
0,885828

0
0,246031
0,476270
0,675926
0,831798

0
0,247400
0,479415
0,681613
0,841391

0
0,250000
0,492062
0,709702
0,885828

0
0,246154
0,477160
0,678802
0,838672

Eul
Yi

Heun

Y;

ImplEul

RK
yi 1

Lich
Yi

= W N = O .

0,25
0,50
0,75

1,0

1
1,0
1,06250
1,18015
1,33903

1
1,03125
1,11879
1,25084
1,41503

1 1
1,03079 | 1,0
1,11805 | 1,06250
1,25002 | 1,18015
1,41423 | 1,33903

1
1,03033
1,11663
1,24774
1,41144
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16.

17.

18.

19.

20.

il [Pt |yl y™ I

0] 0 0 0 0 0 0
11025| 00 |0,0390625 | 00365357 | 00 | 0,0392551
210,50 | 0,078125 | 0,173794 | 0,169316 | 0,0781250 | 0,176138
310,75 | 0267151 | 0452380 | 0,447700 | 0,267151 | 0,464837
4] 1,0 | 0613119 | 0,978495 | 0,982700 | 0,613119 | 1,04150
i |yt ] gftem | yRR [y e

0] 0 1 1 1 1

11025 | 1,75 |1,84375 | 1,85206 | 1,75000 | 1,85714

210,50 | 2,6875 | 2,92480 | 2,94611 | 2,68750 | 2,95918

310,75 | 3,85938 | 4,30990 | 4,35000 | 3,85938 | 4,37609

4] 1,0 | 532422 | 6,08456 | 6,15467 | 5,32422 | 6,19783

il oa [y yen y'™ 7
0] 0 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
11025| -0125 |-0,188629 | - 0,192589 | - 0,125000 | - 0,197719
210,50 | - 0,477258 | - 0,648400 | - 0,659447 | - 0,477258 | - 0,673175
310,75 | - 1,00875 | - 1,35300 | - 1,37596 | - 1,00875 | - 1,40347
4] 1,0 | - 1,79019 | - 240410 | - 2,44629 | - 1,79019 | - 2,49522
il [Pt |yl |y [y

0] 0 I 1 1 1

11025| 10 |1,03125|1,03175| 1,0 |1,03226

210,50 | 1,0625 | 1,13196 | 1,13316 | 1,06250 | 1,13549

310,75 | 1,19531 | 1,32210 | 1,32480 | 1,19531 | 1,33127

4] 1,0 | 1,41943 | 1,64230 | 1,64874 | 1,41043 | 1,66409

i 7 yzEm ylHeun yiRK z‘ImplEul yiLich

0] 0 1 1 1 1

11025| 10 |1,00781|1,00523 | 1,0 |1,00794

210,50 | 1,01562 | 1,04849 | 1,04347 | 1,01562 | 1,05036

310,75 | 1,08009 | 1,17060 | 1,16363 | 1,08009 | 1,18329

4] 1,0 | 1,24414 | 1,49927 | 1,49995 | 1,24414 | 1,60290
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21.

22.

23.

24.

25.

i [Pt [yl |y [y

0] 0 | 1 I I I I

1025 | 125 | 1,23125 | 1,22479 | 1,25000 | 1,22753
20,50 | 1,46250 | 1,42714 | 1,41430 | 1,46250 | 1,41942
310,75 | 165718 | 1,60248 | 1,58129 | 1,65718 | 1,58951

4] 1,0 | 1,84519 | 1,76560 | 1,73228 | 1,84519 | 1,74512

i@ | oyPt |yl y ™ [y gl
01 0 T T I T I
11025 10 | 0976562 | 0982190 | 1,0 | 0968910
20,50 | 0,953125 | 0,833048 | 0,838408 | 0,953125 | 0,798839
310,75 | 0,742737 | 0406852 | 0,402045 | 0,742737 | 0,338218
4] 1,0 | 0,208777 | - 0,402143 | - 0,411292 | 0,208777 | - 0,457283
il [Pt | oyl g [y ] P

01 0 0 0 0 0 0
11025| 025 |0,257812 | 0,255270 | 0,250000 | 0,258065
20,50 | 0,515625 | 0,548613 | 0,543819 | 0,515625 | 0,550539
310,75 | 0,830077 | 0,914201 | 0,907788 | 0,830077 | 0,921322

4] 10 | 123572 | 141686 | 141067 | 123572 | 143737
AR A T

01 0 I I I I I
11025 10 10937500 | 0,923303 | 1,0 | 0941176

2 0,50 | 0,875000 | 0,806400 | 0,792823 | 0,875000 | 0,810695
310,75 | 0,720320 | 0,663260 | 0,650859 | 0,720320 | 0,666852

4 1,0 | 0564366 | 0,526502 | 0,515246 | 0,564366 | 0,528589

i 7 yiEul yiHeun leK Z,Im:olEul yZLich

01 0 0 0 0 0 0

1] 0,25 | 0,250000 | 0,195652 | 0,191423 | 0,250000 | 0,197582
20,50 | 0,391304 | 0,312052 | 0,305673 | 0,391304 | 0,313639
310,75 | 0,480190 | 0,379183 | 0,370876 | 0,480190 | 0,380239

4] 1,0 | 0,532821 | 0,410852 | 0,400699 | 0,532821 | 0,411450
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i 7 ?JZEUZ yiHeun leK ilmplEul yiLich
0] 0 0 0 0 0 0
110,25 | 0,0500000 | 0,0477330 | 0,0477580 | 0,0500000 | 0,0478654
210,50 | 0,0954660 | 0,0918197 | 0,0918552 | 0,0954660 | 0,0920213
310,75 | 0,137684 | 0,133166 | 0,133203 | 0,137684 | 0,133404
41 1,0 | 0,177477 | 0,172403 | 0,172438 | 0,177477 | 0,172660
Kapitola 6
2,0625 -1,25 0 0 0 0
1 -0,75  2,0625 -1,25 0 0 ggﬁg;
: 0 -0,75  2,0625 -1,25 |0 ’ ’
0 0 2 206255 11,33502
) ’ 13,41578
(216 -2 0 0 0 | -032 33?3‘?3
-1 216 -1 0 0 |-0,47739 2’99508
2. 0 -1 2,16 -1 0 |-0,71217 , '2’82333
0 0 -1 2,16 -1 | -1,06244 '2’04088
|0 0 0 -1 2,16 | -1,58497 o 0
[ 2,93750 -2 0 0 0,46875 ;’?gggi
g | -0.91975 2 -1,08025 0 0,03125 2’57787
: 0 -0,89695 2 -1,10305 | 0,06250 | 2’86374
|0 0 -0,86769 2 3,49069 ’ 5
[ 2 -2 0 0 0,8 3,03239
4 | 1 20256 -1 0 -0,01024 2,63239
10 -1 02,1024 -1 | -0,08192 ’ 2,31002
| 0 0 -2 2,2304 | 0,52352 2,30612
[ 0,2 0,025 0 0 4,60938 20
i ’ ’ 20,40762
£ | -0.225 02 0,025 0 0,15625 51 11403
: 0 -0,225 0,2 0,025 |0,20313 ’ 21’00638
0 0 -0,2  0,1375 | -0,0625 30.10019
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10.

11.

05 -0125 0 0 |0,4375
0,375 05 -0,125 0 | 0,0625

0 -0375 05 -0,125|0,0625

0 0 0,5 0,625 | 0,0625
0,002 -0,105 0 0 | 0,02
0,115 0,002 -0,117 0 | 0,02

0 0,135 0,002 -0,137 | 0,02

0 0 0163 0,002 | 0,185
204 -1 0 0 |1,008

1 204 -1 0 |0,016

0 -1 204 -1 0024 |

0 0 -1 204]2032
(24 2 0 0 0 0 0

1 2 -1 0 0 0 |-0048

0 -1 2 -1 0 0 |-0096

0 0 -1 2 -1 0 |-0,144 | °
0 0 0 -1 2 -1]-0,192

0 0 0 0 -2 24| -1,04 |
[ 20125 -1 0 0 |1,25

12,025 -1 0 [025

0 12,0375 -1 |025 |

0 0 2 205525

2 2 0 0 0,5
1200117 -1 0 |0,01563
0 -1 200469 -1 |0,03125
0 0 1 2,01055 | 2,04688

69

1
1,23311
1,43243
1,53041
1,32432

0
1,33514
-0,16505
’ 1,13855
-0,29200
1

1

1,12725

1,29158

1,49158

1,72725
2

[ -1,98667 |
-2,38400
-2,73333
-2,98667
-3,09600

| -3,01333

1
3,60242
5,99988
8,29733
10,65593

3,09770
2,84770
.| 258541
2,30400

2



12.

13.

14.

15.

16.

17.

0,016
0,032
0,048
10,336

0,01395
0,02534
1,03498

2,0016 -1 0 0
12,0064 -1 0

0 12,0144 -1

0 0 22,0256
2,625 2 0 0
1 2,140625 -1 0

0 1 2,15625 1

0 0 1 2171875
3,0625 -2 0 0
10205 -1 0

0 1 2,04167 -1

0 0 1 2,03571
104 -1 0 0 0 |-036
05 104 05 0 0 |0,04
0 -05 1,04 05 0 | 0,04
0 0 -05 1,04 -05| 0,04
0O 0 0 -05 1,04/ 054
04 -0 0 0 0 |03016
03 04 -01 0 0 |0,0064
0 03 04 -01 0 |0,0144
0O 0 -03 04 -01]0,0256
O 0 0 -04 08| 044
208 -1 0 0 0 |0,008
1 208 -1 0 0 |0,016
0 -1 208 -1 0 |0024
0O 0 -1 208 -1 |0032
O 0 0 -2 368|084

70

0,5625
0,08025
0,10305 | °
-0,86769

0
-0,06208
.| -0,14027
-0,25135
-0,41405

0,32989

0,15172

-0,08535

-0,43881
1

0,31109
0,47636
.| 0,65150
0,82844

1

[ -0,24260 ]
0,10769
0,38660
0,61644
0,81560

1,02028
1,06519
1,13586
1,20388

| 1,15194

0
0,08677
0,17249
0,25600
0,33600
0,41087 |




18.

19.

20.

21.

22.

23.

04 -0075 0 0,125
0,325 04 -0,075|0,125 | |
0 0325 04 |0,125
2 09 0 0 0 | 1,09
1,05 2 0,95 0 0 | 0,04
0 -1,05 2 -09 0 |004
0 0 -105 2 -0,95| 0,04
0 0 0 -2 2 |-0,34
21875 -2 0 0 0,375
075 2 -125 0 |0,015625
0 075 2 -125| 0,03125
0 0 -075 2 | 1,20688
02 0 0 0 0 |0208
02 02 0 0 0 |0016
0 02 02 0 0 |0024 | |,
0 0 -02 02 0 0,032
0O 0 0 -02 02| 004
2 05 0 0 |1,50391
15 2 05 0 |0,01563
0 -15 2 -05]003516 | °
0 0 -2 25/ 03125
08 03 0 0 0 |052
05 08 -03 0 0 |0,02
0 -05 08 -03 0 |002]| |,
0O 0 -05 08 -03]0,02
O 0 0 -08 140,32

71

0
0,48104
0,89888
1,04284

0

1
1,01805
0,09588
| 0,92929
0,81357
0,64357

1,25415
1,18423
, 1,12978
1,07210

1

1
1,04000
1,12000
1,24000
1,40000
1,60000

1

1,00581
1,01541
1,01299
0,93539

1
1,06082
1,09553
1,08671
1,00533
0,80305




24.

25.

26.

27.

28.

29.

1,03008
1,04033
0,99107
0,76331

2
2,24809
.| 251527
2,61069
4,25191

0

0,30147

0,47059

0,41912
0

1

0

0,19608
0,24510
.| 0,32230
0,39123
0,42749

1
1,22340
: 1,39362
1,40426
0,93617

02 0025 0 0 05125

0225 02 0025 0 |0,0625
0 -0225 02 0,025 |0,0625
0 0  -02 0,1375|0,0625
1 0375 0 0,125

0,625 1 -0375]0,125 | |

0 0625 1 |0,125

2 05 0 0 |154

15 2 05 0 |004

0 -15 2 -05/004 |

0 0 -15 2 |004

25 2 0 0 0] 0

1 2625 -1 0 010,125
0 -1 275 -1 0025

0O 0 -1 2875 -1]0375
0 0 0 2 3| 05
05 -0125 0 0 04375

0375 05 -0,125 0 |0,0625
0 -0375 05 -0,125 | 0,0625
0 0 1 1,5 0

22 2 0 0 0 0
12,008 -1 0 0 0
0 -1 2016 -1 0 0
0 0 102024 -1 0
0 0 0 12,032 -1
0 0 0 0 2 284

72

0,2
0,008
0,016
0,024
0,032

0,44 |

0,02252
0,12477
0,22002
0,30280
0,36883
0,41467




30.

31.

32.

33.

34.

35.

[ 2,04

-1 2,04946

1 0 0 0 |0008
1 204 -1 0 0 |0016
0 -1 204 -1 0 |0024
0 0 -1 204 -1 |0,032
0O 0 0 -2 204/ 004
244 2 0 0 0 0
1 204 -1 0 0 0
0 -1 204 -1 0 0
0O 0 -1 204 -1 0
o 0 0 -1 204 -1
o 0 0 0 2 284
204 -1 0 0 |0,03908
1 204 -1 0 |0,00548
0 -1 204 -1 |0,17492
0 0 -1 204028487
02 0 0 0 0 ]0,208
02 02 0 0 0 |0,016
0 02 02 0 0 |0,024
0O 0 -02 02 0 |0,032
0O 0 0 -02 02/ 0,04
(284 2 0 0
1 2,04071 -1 0
0 1 2,04262 -1
0 0 1 2,04555
0 0 0
0 0 0 0
0
3 -1 013 1,84615
1 4 106 | , | 253846
0 -1 5109 2,30769
0

73

0

0
0,19128
0,35112
0,42953
0,35019

1,04000
1,12000
1,24000
1,40000

0,07022
0,13526
0,18970
0,22774
0,24288

1,29053
0,97444
0,68933
0,41580
0,13490

| -0,17261

| 1,60000 |

0
0
0
0

1
2,25437

0,4
0,0016
0,0064
0,0144
0,0256

0,24

-0,20225
-0,08720
0,02270
0,12717
0,22304

| 0,30433




*36.

*37.

0,08 0,96 0 0 |1,104
-1,04 0,08 0,96 0 0,128
0 -1,04 0,08 0,9 | 0,192 ’
0 0 -1,04 0,08 | 1,216
metodou umeélé difize: _ )
1
2 0 0 02,064 1,032
2 2 0 00,128 1,096
0 -2 2 010,192 ' 1,192
0 0 -2 210,256 1,320
- _1 —
metodou upwind:
2,08 -0,04 0 0 2,104
-2,04 2,08 -0,04 0 0,128
0 -2,04 2,08 -0,0410,192 ’
0 0 -2,04 2,08 | 0,216
0,2 0,12 0 0 0 |0,66
-0,34 0,2 0,14 0 0 |0,02
0 -036 02 016 0 |0,02
0 0 -0,38 0,2 0,18 | 0,02
| 0 0 0 -0,2 0,2 | 1,62
metodou umeélé difize:
0,6 -0,08 0 0 0 1,06
-0,54 0,6 -0,6 0 0 0,02
0 -056 06 -0,04 0 0,02
0 0 -0,58 0,6 -0,02 | 0,02
| 0 0 0 -0,6 0,6 | 0,02
metodou upwind:
0,64 -0,1 0 0 0 1,10
-0,58 0,68 -0,1 0 0 | 0,02
0 -062 0,72 -01 0 | 0,02
0 0 -0,66 0,76 -0,1 | 0,02
0 0 0 -0,7 0,7 | -0,02

74

1

-0,99234

1,23266

-1,04443

1,62246
1

1

1,03264

1,09726

1,19297

1,27387
1

p
2,30872
1,65213
3,38056

-0,39465
7,70535

2
2,04481
2,08610
| 2,12436
2,15999
2,10323

2
2,04459
2,08535
| 2,12180
2,14777
2,11920




Kapitola 7

e

10.

1o =25/32, I, = 11/16, I(f) = 3/4 a tedy Eo = —1/32, E, = 1/16
Io = 0,128191, I}, = 0,149248, Ep = 0,007066 a £ = —0,0139911
. Vznikne Simpsonovo pravidlo pro n = 4

. I = 1,866025, I, = 1,901259, I(f) = 1,913223, vznikne Simpsonovo
pravidlo pro n = 2

Céstice urazi priblizné drahu s = 4,1087. Presng hodnota je s = 4,1814

a) I(f) = 71,914

b) Ip = 71,077, e = 0,837, I, = 73,593, ¢, = 1,679, Ig = 71,939,
s = 0,025
¢) eo = 2,589, e, = 5,178, 5 = 0,076

d) no=31,n;, =44, ng =6

)
)

a) I(f) = 6,70406
)

b) 1o = 6,697, eo = 0,007, I, = 6,718, ¢, = 0,014, Is = 6,70412,
es = 0,00006
c) €0 = 0,010, e, = 0,021, e5 = 0,00017

d

no:Q,HLZQ,TLS:Q

a) no=4,n;, =10, ng =3

C nO:23,nL:32,nS:6
d

€

)
)
)

b) no =6, n, =9, ng =3
)
)no:21,nL:3O,n5:6
)nO:13,nL:19,n5:3
)

f) no =607, n;, = 858, ng = 10
. Ego = —0,071672, Egs = 0,016323, Egy = 0,091906, Egqy = —0,008094

a) Ige = 0,785493, Ege = 0,000095, Is = 0,784082, Es = 0,001316
b) Ige = 0,147605, Ege = 0,000384, Is = 0,146632, Es = 0,000589
¢) Iga = 0,451981 ; Ege = 0,000005 ; Is = 0,451970 ; Eg = 0,000006

1)



11.  a) Igs = 2,840885, Eqs = 0,000461, Is = 2,843385, Eg = 0,001039
b) Iz = 0,851987, Eqs = 0,066589, Ig = 0 ; Eg = 0,785398
¢) Igs = 0,913872, Egs = 0,018500, I = 0,876676, Eg = 0,018696
d) Iz = 6,085652, Eqs = 0,009756, Ig = 6,036007, Eg = 0,039889

12. I = 1,605419, Eqs = 0,000006, Is = 1,605418, Eg = 0,000005 a
polozime sinz/x =1 pro x =0

13. I = 5,539654

a) Ip =4, Eo = 1,539654
b) I, = 9,564525, E;, = 4,024871
¢) Is = 5,597485, Eg = 0,057831

14. a) Ip =5,424557, Eo = 0,115097
b) I = 5,774105, E;, = 0,234551
c) Is = 5,543605, Eg = 0,003951
15. Plocha trojuhelnika T'= ABC je 1/2 abs bi—a -
bg — Qg Co — A9
16, [TIf((A + B + C)/3) = 603906, |T(f(4) + £(B) + F(C))/3
747636, [TI(F((A + B)/2) + f(B + C)j2) + [((C + 4)/2))/3
—6,36914
17. I(f) = 3,738625
Kapitola 8
1. ) )
1
12 —6 6,1667 0,90278
—6 12 —6 0,1667 0,77778
—6 12 —6 0,1667 0,62500
—6 12 —60,1667 0,44444
—6 12 ]0,1667 0,23611
0

76




48
—95.5

5 =29
—-2,5

10

1,3
0,8

—225
48
—25.5

- [ -1
—2,3
5 =25 0,2 j’(l)g
25 5 =25 02 |, | {3
—-25 5 -25| 02 e
-6 12 |—09 ’
m i -2 ]
S
-5 —4,8
10 -5 0,2 j’gz
-5 10 -5 0,2 s
-5 10 —5| 02 139
-5 5 | =09 s
2
8 —4 8
4 8 —4 0 1£755
-4 8 —4lo | | T
-4 6 |1 ’
1
—0.8 0,1875 o713
1,50670
16 —08 0,375 47301
—0.8 16 —08]0375 | | oo 00
—-0,8 1,6 | 0,375 i
—2 —0,85 1’13;5
4 -2 0,3 ’
—2 4 -2 03 |, 2’20;5
-2 4 -2| 03 ’
Sy 4| 43 2,175
- 2 -
2
50,8333 1,74587
—225 —0,1667 1,46526
8 —225 —0,1667 |, | 1,15464
—-255 48  —225|—0,1667 0,81002
—255 48 | —0,1667 0,42685
0

7




10.

11.

12.

8 -35 0,2
—45 8 -35 0,2
—45 8 -35 0,2
—45 8 —35| 02

—45 45 | -09

32 —1,1 —1,6

21 32 —11 0,5

21 32 —11] 05 |’

21 41 | 025

6 —35 0,1667
—25 6 -35 0,1667
—25 6 —35 0,1667
25 6 —35]0,1667

25 6 |0,1667

24 —1,7 0,1667
—0,7 24 1,7 0,1667
—0,7 24 —1,7 0,1667
~0,7 24 —1,7]0,1667

—0,7 24 |0,1667
725 —525 1,2
475 10 —525 0,4
475 10 —525 0,4
—475 10 —525]0,4
475 10 |04

78

0
0,05362
0,06542
0,02344

—0,08767

| —0,28767 |

-1

—0,56725
—0,19564
0,05925
0,09133

0
0,16280
0,23147
0,23291
0,18631
0,10541

0

0
0,42445
0,50118
0,43474
0,30934
0,15967

0

0,63601

0,64973

0,58596

0,45206

0,25473
0




13.

14.

15.

16.

17.

18.

52,4667
—4,4667  9,7355
—4,2687  9,1493

10,2 —10,2
—98 20
—9.8

12 -59
71 14
~8,1
—5,4667

1,1
~10,2 0,2
20  —10,2 0,2
—98 20 —102| 0,2
98 20 |12,44
6,3
—6.,9 0,2
16 —79 0,2
91 18 -89 0,2
~10,1 10,5 | 0,42
—5,2687
—4,8806
—3,8806 8,1984 —4,3178

-3,3178  6,9207

72 -33 0,25
35 64 —29 0,25
31 56 -25| 025 |’
27 2,7 | —1,875
44167 —4,4167 0,1
—2,4167 17,3333 —4,9167 0,2
—2,0167 17,8333 —4,9167 | 0,2

8

—4.25

-3,
8
—4,

—2,9167 17,3333 |02

75 4,4514
—3,75 0,1674
25 8  —3,75|0,1433

—4,25 6,25 |0,4653

79

1,88709
1,77925
1,65602
| 1,51803
1,36583
1,2

1
1,09758
1,16457
1,20451
1,22015
1,21367

2,9
—0,2
02 |,
—0,2
14,2115

0
—0,21156
—0,53734
—1,01673
—1,71117

0,23830
0,21566
. | 0,16385
0,09244

0

1
0,98556
0,91550
0,79145
0,61263

5,66795

5,13747

4,72569

4,40652

4,16599
4




19.

0
3,1333  —0,9667 0,0093 0,01733
~1,9667 3,1333  —0,9667 0,0333 0,04651

~1,9667 3,1333 —0,9667 | 0,0733 |’ | 0,08102
~1,9667 3,1333 |0,1293 0,09213
L 0 -
20.
1,0667 —0,9667 —1,8933 :fg?ggg
—0,9667 3,1333  —1,9667 0,24 iy
~1,9667 5,1333  —2,9667 028 |, | 3064
—29667 17,1333 —3,9667 | 0,32 002193
—3,9667 9,1333 | 0,36 %
21.
1
4,0667 —0,9833 3,4833 117276
—29833  4,0667 —0,9833 0,5 30768
~29833 4,067 —09833| 05 | | ool
—2,0833 13,0333 | —0,75 Lor216
22.
-
10,4 —4,9 4,9396 0,96323
—49 104 —4,9 0,0776 1,03632
—49 104 -49]0,1126 | | 1,22046
—4,9 10,4 |9,9430 1,53108
e 2 =

23.

S
9,7333  —4,2667 5,6879 1,09681
~5,2667 9,1333 —3,8667 0,2445 1,16900
—4,8667 8,1333 —3,2667 | 0,2702 | | 1,20410
—4,2667 6,7333 | 2,7653 1,17368

1

80




10

1.

Individualni dlohy

Najdéte vsechny nulové body, lokalni extrémy a inflexni body funkce
f(x) = z* — 3023 — 202% — 60x + 8 s chybou, mens{ nez ¢ = le-b.
[Nulové body: 0,1269433; 30,7144836, lokélni extrémy: v bodu z =
229639105 nabyvéa polynom lokélniho minima -97122,40603, inflexni
body: -0,2190241]

Ukladate-li pravidelny mésiéni vklad 250 K¢ a rocni trokova mira je I,
pak je ulozend ¢astka po 60 vkladech (tj. po 5 letech spofeni) rovna

3000 I\%

Pomoci vhodné implementace metody puleni vypoctéte minimalni tro-
kovou miru, zarucujici ¢astku a) C' = 25000 K¢, b) C' = 30000 K¢ a ¢)
C = 35000 K¢ s chybou, mensi nez ¢ = 0,001. [Urokové mira [ je a)
0,194, b) 0,257 a ¢) 0,309.]

. Najdeéte tii funkce F(z), pro néz je rovnice x = F(z) ekvivalentni s

-t —r—-1=0

a vyberte tu, kterd je pro aproximaci kofene rovnice z intervalu (1,7; 1,8)
nejvhodnéjsi. Tento kofen vypoctéte vybranou iteracni metodou s chy-
bou, mensi nez 0,01 uzitim tabulkového procesoru MS Excel.

. Navrhnéte postup, jak efektivné pocitat odmocninu z daného kladného

¢isla ¢ uzitim tabulkového procesoru MS Excel. Uzijte Newtonovy me-
tody a vhodné volby pocateéni aproximace.

. Integral

2
I = / e“dx
1
vypoctéte nejprve presné a potom slozenym lichobéznikovym pravidlem
pro a) n = 3, b) n = 6 a ¢) n = 12 podintervali. Aproximace a) - c)
vypoctéte uzitim tabulkového procesoru MS Excel.

. Navrhnéte postup feseni pocatecni ulohy

vy = f(z,y) v (a,b), yla) =c
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10.

Eulerovou metodou s danym krokem h > 0 tabulkovym procesorem
MS Excel. Presvédcte se, ze pocatecni tloha

v =y+e“cosz v (0,1), y(0)=0

mé Feseni y(z) = e” cosz a najdéte priblizné teseni této tlohy uzitim
Excelu s kroky hy = 0,5 a hy = 0,25. Ovérte korektnost svého vypoctu v
Excelu tim, ze aproximaci s krokem h; vypocitate i pomoci kalkulacky.

Najdéte vSechny kofeny rovnice
23— 152 +8=0

z intervalu (—5,5) s presnosti 0,0005 uzitim programu v Excelu, ktery
pro danou rovnici f(z) = 0 najde vSechna feseni z intervalu (a, b) tak,
ze pro dané celé ¢islon > 1 a danou presnost € > 0 rozdéli interval (a, b)
na n podintervalu ekvidistantnimi uzly a = zo < 1 < --- < x, = b,
postupné pro ¢ = 0,...,n — 1 rozhodne, zda f(z;) - f(z;41) < 0 a
v kladném piipadé aproximuje koten z intervalu (z;, z;41) s chybou,
mensi nez £ pulenim.

Najdéte vSechny koteny rovnice
e’ —22° +10z+5=0

z intervalu (-3,6) s presnosti 0,0005 uzitim programu v Excelu, ktery
pro danou rovnici f(z) = 0 najde vSechna feseni z intervalu (a, b) tak,
ze pro dané celé ¢islon > 1 a danou presnost € > 0 rozdéli interval (a, b)
na n podintervalu ekvidistantnimi uzly a = zo < 1 < --- < x, = b,
postupné pro i = 0,...,n — 1 rozhodne, zda f(z;) - f(z;41) < 0 a
v kladném piipadé aproximuje kofen z intervalu (x;, z;11) s chybou,
mensi nez € metodou regula falsi.

Koule o pruméru 1 m z borového dfeva o hustoté o = 0,638 kg m~2 je

nadnasena vodou. Vypoctéte hloubku d, do niz je pfitom ponofenana.
Uzitim Archimedova zdkona najdéte rovnici pro neznamou hloubku d
a tuto rovnici vyfteste iteraci s chybou, mensi nez 0,0001.

Najdéte pocet k kofentu rovnice
sinz —02(z+1)*+1=0

a k disjunktnich intervalu separujicich tyto koteny. Kazdy koten nejprve
aproximujte metodou ptleni s chybou, mensi nez 0,05 a tyto aproximace
zpresnéte Newtonovou metodou s chybou, mensi nez 0,5e-8.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Navrhnéte postup, jak tabulkovy procesor MS Excel ovéri, ze dand
¢tvercova matice je symetrickd pozitivné definitni (SPD). Pouzijte jej
pro jednu matici, kterd neni SPD a jednu, kterd je SPD.

Navrhnéte postup, jak tabulkovy procesor MS Excel pro danou ma-
tici A typu n X n a dany vektor b s n slozkami ovéri, ze A je horni
trojihelnikova a ma vSechny prvky v hlavni diagonale ruzné od nuly.
V kladném ptipadé vytesi systém rovnic Ax = b.

Ovérte, ze matice, inverzni k dolni trojihelnikové matici je dolni troj-
uhelnikova a navrhnéte postup, jak tabulkovy procesor MS Excelu k
dané regularni dolni trojihelnikové matici zkonstruuje matici inverzni.

Navrhnéte postup, jak tabulkovy procesor MS Excel najde horni troj-
uhelnikovou matici U z Choleského rozkladu dané SPD matice.

Najdéte postup, jak tabulkovy procesor MS Excel pro danou SPD ma-
tici A a danou horni trojtihelnikovou matici U rozhodne, zda U" a U
tvori Choleského rozklad A.

Ctvercovd matice A fadu n se nazyvé ortogonalni, kdyz jeji sloupcové
vektory jsou vzajemné ortogonalni a jednotkové. Ovérte, ze matice A
je ortogonalni pravé kdyz A~! = AT. Najdéte postup, jak tabulkovy
procesor MS Excel rozhodne, zda dana ¢tvercova matice je ortogonélni
a uzijte jej pro jednu matici ortogonalni a jednu matici, ktera neni
ortogonalni.

Navrhnéte postup, jak tabulkovy procesor MS Excel pro libovolnou
reguldrni tifdiagonalni matici A najde matici inverzni A~!. Pomoci
vhodného pifkladu dokumentujte odpovéd na otézku, zda tyto inverzni
matice jsou pasové.

Najdéte postup, jak tabulkovy procesor MS Excel najde funkci f(z) ve

tvaru A - eP? kterd pro dané uzly xg, x4, ..., 2z, aproximuje hodnoty
Yo, Y1, - - - , Yo Metodou nejmensich ¢tvercu.
Uvazme uzly xg, 21, ..., 2, a hodnoty yo,y1,...,Yn.

a) Metodou nejmensich ¢tvercu najdéte jejich aproximaci z prostoru
PP Pod jakym jménem tuto konstrukci znate?

b) Ovéite, ze
(n—l—l)B—l—(in)M = Zyl
(Z xz> D+ (Z xf) M = Z il
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20.

21.

22.

23.

jsou normalni rovnice pro aproximaci danych dat polynomem ve
tvaru P(z) = Mx + B. Tohoto explicitniho popisu normélnich
rovnic uzijte pro feseni konkrétniho prikladu uzitim tabulkového
procesoru MS Excel.

Sestavte program pro integraci dané funkce f(x) na daném intervalu
(a,b) Rombergovou metodou s chybou, mensi nez dané kladné ¢islo e.

Najdéte hodnoty y(x) teploty ve vzdélenosti x [m], x € (0;0,12) od
vnéjsiho povrchu stény obytné budovy, jejiz tepelna vodivost je 0,2 pro
x € (0;0,02) U (0,1;0,12) a 0,5 pro « € (0,02;0,1). Na vnéjsim povrchu
stény je teplota 7°C' a na vnitinim povrchu je koeficient prestupu tepla
0,2. Teplota interiéru je 21°C. Zvolte krok diskretizace h = 0,02 m.

Kovové horkovodni potrubi{ kruhového prufezu mé tloustku stény 10 em
a koeficient tepelné vodivosti 0,00017 W cm 1 (°C')~!. Aproximujte roz-
loZeni teploty ve sténé potrubi a intenzitu uniku tepla pfes jeho vnéjsi
povrch, kdyZ na jeho vnitinim pifp. vnéjsim povrchu je teplota 160°C
piip. 30°C'. Zvolte krok diskretizace h = 2 cm.

Aproximujte koncentraci kysliku ve vodnim toku pfes interval (0, 2)
rychlosti 0,4, kdyz koeficient difize je 0,1, koeficient absorpce je 0,05,
intenzita zdroju je 0, koncentrace kysliku na vstupu je 0,6 a na vystupu
plati prestupova podminka s koeficientem prestupu 0,0125 a externi
koncentraci 0. Zvolte krok diskretizace h = 0,4.
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