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1 Uvod

Tento studijni text byl zpracovan pro podporu studia predmétu doktorského studij-
niho programu Numerické metody II na Fakulté stavebni VUT v Brné. Jeho
piiprava byla podpofena projektem INODO (Inovace doktorského studia na FAST
VUT v Brné, 2011-13) v rdmci opera¢niho programu ESF Vzdéldvani pro kon-
kurenceschopnost. Puvodnim autorem textu, vychazejicim ze svych mnohaletych
zkusenosti s vyukou numerické matematiky na vsech urovnich studia na FAST, je
doc. J. Dalik. Po jeho ne¢ekaném timrti v roce 2013 jeho préci podle puvodniho
zaméru dokoncili prof. J. Vala a dr. O. Pfibyl.

Poslanim tohoto textu je seznamit studenty s modernimi matematickymi zaklady
numerickych a vypoctovych piistupt pouzivanych ve stavebnim inzenyrstvi i dalsich
technickych disciplindch s dirazem na metodu koneénych prvku. Dalsi prohloubeni
téchto poznatku zistava na vlastni iniciativé studentt i jejich skolitel; zadoucim,
byt ponékud neskromnym cilem piitom je, aby vSechny zdvéreéné prace DSP
na FAST vychézely z pochopeni aktualnich matematickych vysledku a rozvijely
puvodni vypoctové piistupy ve svych oborech a specializacich namisto matematiky
19. stoleti a netvuréi aplikace komerénich i poruznu opatfenych programovych
balikd.



2 Aproximace reSeni eliptickych okrajovych
uloh pro ODR 2. fadu metodou konec¢nych
prvku

2.1 Klasicka formulace ulohy

Pro danou funkci a®> € C*(0,1), a®(x) > ag > 0 a funkee p,q, f € C(0,1), ¢ > o,
najdéte y € C2(0,1) tak, aby byla splnéna diferencidlni rovnice
—(a®y) +py' +ay=1f pro z € (0,]) (1)
aprox =01z =1 jedna z okrajovych podminek
y(z) = ¢ Dirichletova nebo

y'(r) = d Neumannova nebo
ay(z) + By (x) = ~ Newtonova (a # 0 # 3)

2.2 Fyzikalni vyznam
Existuje dlouhd fada ruznych fyzikalnich vyznami této tilohy. Uvedeme dva z nich.

y(z)  teplota [koncentrace piimeési]

a’(z)  koeficient tepelné vodivosti [koeficient diftize]
p(xz)  rychlost toku

f(z)  intenzita zdroju tepla [pfimeési]

q(x)  koeficient absorpce

Vyraz —a?(x)y'(r) mé vyznam intenzity toku v kladném sméru osy z. Pak Neu-
mannova okrajova podminka urcuje intenzitu toku pies hranici a Newtonova okra-
jovd podminka je podminkou pfestupu tepla [pfimeési|. Pro x =1

—a*(D)y' (1) = (y(l) = Yext)

znamend, ze intenzita toku je umérnd rozdilu mezi hodnotou y(I) v hrani¢nim
bodu ! a hodnotou yes: (teplotou [koncentraci piimeési] v exterieru blizko bodu 1),
vynésobeném koeficientem prestupu tepla [piimeési] o > 0.

2.3 Existence klasického reSeni
Predpokladejme, ze funkce p(x) neméni znaménko v intervalu (0,1). Je-1i Dirich-
letova podminka dédna v bodu { 0 pro p>o

}, pak ma klasickd tloha pro
Il pro p<o,
ODR (1) jediné feseni.

V dalsim textu budeme tuto podminku, zarucujici jednoznac¢né feseni klasické
ulohy, povazovat za splnénou.



2.4 Galerkinova (slabd) formulace

Pro uréitost uvazme nize uvedenou tlohu (2), kterd vznikne z tlohy (1) volbou
Dirichletovy podminky v bodé 0 a Newtonovy podminky v bodé I:

—(@®y) +py +qy=f pro z€(0,0), (2)
y(0) = ag, —a*(D)y'(1) = B + ny(l).

Vynasobme obé strany rovnice (2) libovolnou testovaci funkei v € C1{0,1), 0 =
v(0), a tyto souciny integrujme pies interval (0,[):

l
/ Y + py’ +qy)vdx—/fvda: (3)
0

Symetrizace.
! 2,1\ ! /
—(a*y )Y = v=p I
/ Yvde = ‘ £a2y’) a =g = [—a2y’v]0 + /a2y v dx
0 0

l
= /a2ylv/ dz + Bv(l) +yy)v(l).
0

Po dosazeni do (3) a pfevedeni vSech ¢lent, které nezavisi na funkci y na pravou
stranu, obdrzime

B(y,v) = L(v), (4)
kde
I
B(y,v) = / (a®y'v" + py'v + qyv) dz +yy(v(l) a
Oz
L(v) = fodz — G(l).
/

Funkce ¢ je po cdstech spojitd na intervalu (0,1), kdyz méd konetné mnoho
moznych bodu nespojitosti 0 = z¢p < ... < x, = I, tj. pro i = 1,...,n plati
v € C(xi—1,x;) a pritom maji jednostranné limity

lim ¢(z), lim ¢(z)

Ty T—T;

kone¢éné hodnoty. Obr. 1 ilustruje skutecnost, ze souc¢in po ¢astech spojitych funkei
je opét funkce po ¢astech spojita.
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Obrazek 1: Priklady po ¢astech spojitych funkei.



Symbolem PC(0,1) ozna¢ime prostor funkei po édstech spojitych na intervalu
(0,1). Dale oznacéime symbolem PC(0,1) prostor funkei o z C(0,1) takovych, ze
¢ € PC(0,1). Lze si snadno uvédomit, ze vyraz B(y,v) ma koneénou hodnotu,
jakmile y,v € PC(0,1).

Nazveme-li
W = {w € PCY0,1)|w(0) = ag}
mnoZinou pripustnych reseni a
V = {v e PCY0,1)|v(0) = 0}
prostorem testovacich funkci, lze uvést tuto Galerkinovu (slabou) formulaci Glohy
(2): Najdéte funkci y € W tak, aby
B(y,v) = L(v) pro vSechny funkce v € V. (5)

Poznamka 1. Z odvozeni Galerkinovy formulace tlohy plyne, ze kazdé kla-
sické feSeni 1lohy (1) je i feSenim Galerkinovy (slabé) formulace. Naopak feseni
Galerkinovy formulace zpravidla nejsou soucasné klasickymi feSenimi dané ulohy.
Je-li viak y € C2(0,1) a jsou-li splnény vSechny dalsi pozadavky na hladkost kla-
sického feSeni, je feseni Galerkinovo téz feSenim klasickym.

Poznamka 2. V Galerkinové formulaci se explicitné neobjevuje Newtonova
okrajova podminka v bodé [. Tato podminka je ,,zabudovand“ do vyrazu B(y,v)
a L(v) a nazyva se prirozend. Naproti tomu splnéni Dirichletovy podminky je
pozadovéno od vSech piipustnych feSeni. Dirichletova podminka se nazyva pod-
statnd.

Poznamka 3. Lze snadno ukdzat, ze vyraz B(y,v) je linedrni vzhledem k
funkcim y i v, tj. Ze

Blay + fz,v) = aB(y,v)+ pB(zv),
B(y,vyv+ow) = ~vB(y,v)+ dB(y,w)
plati pro vSechna «, 3,7,6 € R a y, z,v,w € PC'(0,1). Podobné plat{
L(aw + pw) = aL(v) + fL(w)
pro viechna o, 8 € R a v,w € PC(0,1).

Rikame, ze B(y,v) je bilinedrni forma a L(v) nazgvame linedrni formou.

2.5 Diskretizace Galerkinovou metodou a metodou ko-
nec¢nych prvka

Jestlize yg € W a funkce (y,...,(, lezi v prostoru V, pak pro libovolné realné
koeficienty y1, . .., yn lezi funkce
ya(z) = yo() +y1 - C(z) + - + yn - Gu() (6)

9



v mnoziné W. Rekneme, ze yq je aprozimace fedeni tlohy (5), kdyz

Blya.G) = L(G) pro i=1,...,n. (7)

Dosadime-li do (7) za yg vyjadieni (6) a vyuzijeme-li bilinearity formy B(y,v),
vznikne systém rovnic

Kj=F, (8)
kde
B(G,G) B(G,G) ... B(G,G) 1 L(¢1)
B(C1,¢2) B(¢2,¢2) .- B, ¢2) . Y2 ~ L(¢2)
K= : : . : Y= : a k= :
B(glaCn) B(CZaCn) cee B(CnaCn) Yn E(Cn)

Zde L(¢) = L(G) — B(yo, ) pro i = 1,2,...,n. K se nazyvé matice tuhosti a F
vektor zatiZent.

Metoda konecénijch prvki je Galerkinova metoda, v niz jsou testovaci funkce
(1,-..,Cy zvoleny tak, aby matice tuhosti K byla pasova. Nazveme-li mnozinu

supp(¢;) = {z € (0,1) [ Gi(z) # 0}

nosicem funkce (; proi =1,...,n, pak

supp(¢;) Nsupp((j) =0 = B(G, ;) = 0. 9)

Uvazme sit uzli 0 = 29 < 21 < ... < =, = | a oznaéme h; = z; — x;—1 délku
intervalu (x;_1,2;) pro i = 1,...,n. Kazdému uzlu z; pfifadime linedrni splajn

vi(x) predpisem
o v_J L pro j=1
(pl<x3>_{ 0 pro .77&7/ .
Z Obr. 2 je patrné, ze @; € PC(0,1), supp(w;) = (zi_1,2i+1) N {0,1) a

(l‘ - $i,1)/hi 1/h1 pro x € (‘Ti,l,l‘i) N <0, l>
pi(x) = q (@it1 —2)/hiy1 , ¢i(x) =4 —1/hip1 pro z € (wi, i) N(0,1)
0 0 jinak
(10)
proi=0,...,n. Odtud ihned plyne

li—jl>1 = supp(y;) Nsupp(yi) = 0. (11)

Vytvorime-li aproximaci yg pomoci téchto funkei ¢1,...,¢,, pak z (9) a (11)
plyne, Ze matice tuhosti je tfidiagonélni. Je vyhodné, ze pro vypocet hodnot prvki
B(pi—1, i) pod hlavni diagondlou staci integrovat pies interval (x;_1,z;), prvku
B(pi, i) v hlavni diagondle pfes interval (z;_1,z;+1) a prvka B(p;, ¢i+1) nad
hlavni diagondlou ptes interval (x;, z;11).

10



Y= pi—1(z)
) = oo(a) Y = @n(r)

Ti—2 Ti—1 x; Tip1 0 Tp—l Tp =1

8 v

Obrazek 2: Hustrace grafu funkei ¢;.

2.6 Resené piiklady

Piiklad 1.1. Resenf okrajové tlohy
—0,5y" —y' =1 v (0,1), y(0)—y'(0)=0,2, y(1)=0
aproximujte metodou koneénych prvku s ekvidistantnimi uzly s kroky 0,2 a 0,1.
Resend. Polozime-li
V ={vePCY0,l)|v(1) =0} =W,
pak pro feSeni y a kazdou funkci v € V plati

—0,5y" =ad wv=
(-05y" —yyde =| g T D70 = osyulh+

Ot —r

Tedy Galerkinova (slaba) formulace: Najdéte y € W tak, aby B(y,v) = L(v) pro
vSechna v € V| kdyz

1 1
/05y’v' v) dz + 0,5y(0)v(0) /UdiL’—i—OlU
0 0
Ozna¢me ¢; linedrni splajn, ptislusny uzlu z; = 0,25 pro j = 0,1,...,5 a polozme

h =0, 2. Pak funkce
Yo =Yoo po+ -+ Ys-pa

lezi v mnoziné W. Rekneme, Ze yp, je aproximaci slabého feSeni, jestlize

4

B(yn, ¢i) = L(i) <= Y _y;B(pj, ¢i) = L(gi)
=0

11



proi=0,...,4. Tedy koeficienty g, . .., y4 jsou feSenim systému rovnic

B(po,p0)  Ble1, o) L(po)
B(po,01) Ble1,01) Blyps,e1) L(p1)
B(p1,92) Blp2,02) Bles, p2) L(p2)
B(p2,93) Blps,ps) Blpa,ps) | L(ps)
B(ps,p1)  B(paspa) | Llpa)
Pritom
[ 5(0,2—x) /oy J =5 pro0<z<0,2
(pO(x) - { 0 ) @0(1’) - { 0 jinak ) (12)
5(x—0,2(i — 1)) 5 pro 02(i—1)<x<0,2i
vi(r) =< 5(02(i+1)—=z) , gi(xr)=< =5 pro 0,2i <x<02(i+1) (13)
0 0 jinak
proi = 1,...,4 a Protoze koeficienty v B(y,v) a L(v) jsou konstantni, nezavisi

jejich hodnoty na ,,poloze“ funkei ¢; v intervalu (0, 1). Pak

0,2i
Bloing) = [ (05-(-5)-5 (-5)p)do =25+ 50,1 = -2
0,2(i—1)
proi=1,...,4,
0,2(i+1)
Blowp) = [ (05:5:(-5) = 5p)dr = -25-5:00 = =3
0,2

prot=20,...,3,
0,2
B(po, o) /05 25— (=5)-po)dzr+05=25405+05=35 a
0

0,2i
B(pi,pi) = / (0,5 5% — 5¢;) dx
0,2(i—1)
0,2(i+1)
+ (0,5 (=5)* — (=5)¢;) dz =5
0,24

proi=1,...,4. Déle
0,2
/(po dx+01 ©0(0) =0,14+0,1 =0,2
0

12



0,2(i+1)
o) = [ eialdr =02

0,2(i—1)

Vysledny systém rovnic:

3,5 -3 0,2
-2 5 -3 0,2
-2 5 -3 0,2
-2 5 -3/02
-2 5102

a jeho fesenim je vektor
[0,45509; 0,46428; 0,40373;0,29670; 0,15868]
hodnot aproximace y, v uzlech 0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8. Aproximace yj, /o nabyvé v téchto

uzlech hodnot
[0,45629; 0,46395; 0,40295; 0,29601; 0,15830)].

Porovnéni chyb s kroky h =0,2 a h/2 =0, 1:

i 0 1 2 3 1
(yn — )(0,27) | -0,00160 0,00044 0,00103 0,00092 0,00042
(yn2 — ¥)(0,20) | -0,00040 0,00011 0,00025 0,00023 0,00012

Obecné je presnost MKP a metody sit{ na stejné trovni.
Priklad 1.2. Najdéte aproximaci feSeni ulohy
—y" +20y' =1 v (0,1), y(0)=0, y(1)=1
metodou koneénych prvki pro ekvidistantni uzly s krokem h = 0,2.

Resend. Polozime V = {v € PCY(0,1)|v(0) = 0 = v(1)} a W = {w €
PCY(0,1)|w(0) = 0,w(1) = 1}. Pro pfesné fesen{ y a libovolnou testovaci funkci

v € V plati
1 1 1
-y =d = / /
/ —y" + 20y v dx = Y —a B /yv +20yv)d:v:/vdx,
0 0 0

takze Galerkinova formulace zni: Najdéte funkci y € W tak, aby

B(y,v) = L(v) pro vSechna v €V,

13



kdyz
1

B(y,v):/(ylvl+20y'v) dr a L(v)
0

1
/Udac.
0

Pro aproximaci feSeni této tlohy uzijeme linearni splajny o,...,ps prislusné
uzlim z; = 0,25. Funkce

Yo =y1-p1+ -+ ys- 04+ @s

lezi v mnoziné W. yqg je aproximaci feSeni ulohy, kdyz

4
Blya, i) = L) <= > _y;B(pj,01) = L(¢i) — Blgs, 1) = L(1)
j=1
pro i =1,...,4. Tento systém rovnic ma vzhledem k (9) a (11) strukturu

B(p1,01) Bl(wz2,01) L(¢1)
B(p1,02) Blpa,p2) Blps, p2) L(2)
B(p2,03) Bles.p3) Blea,s) | Lgs)

B(ps, 1) B(pa,pa) | Llpa)

Protoze v8echny koeficienty ve forméach B(y,v) a L(v) jsou konstantni, plati

0,2¢
Bleit, ¢1) = / ((=5) 5420 (~5)g;) da = —15

0,2(i—1)
proi=2,...,4,
0,27 0,2(i+1)
B(pi, i) = / (25 +20 - 5¢;) dx + / (25 +20 - (=5)p;) dr = 10
0,2(i—1) 0,2i
prot=1,...,4 a
0,2(i41)
B(pit1,0i) = (5-(=5)4+20-5p;)dx =5
0,2i

proit=1,...,3. Dale

1
L(pi) = /(pi(x)dx =0,2
0

14



prot=1,...,4. Tedy vysledny systém rovnic ma tvar

10 5 0,2
15 10 5 0,2
15 10 5|02
15 10 | 4,8

Jeho fesenim je vektor [0,02557; —0,01115; 0,1 902; —0,27148]. Tyto hodnoty aprox-
imace yp, v uzlech 0,2;0,4;0,6;0,8 jsou totozné s hodnotami aproximace metodou
siti z PT. 1.2. Aproximace yg je nestabilni a matice vySe uvedené soustavy neni
monotonni, stejné jako pri pouziti metody siti.

MKP je slozitosti vyslednych algoritmu i kvalitou ziskanych aproximaci srov-
natelnd s metodou siti. Jeji prednosti oproti metodeé siti se projevuji v dimenzich 2
a 3 zejména v pfipadech, kdy je oblast, na niz je dand 1loha feSena, nepravidelna.
Problémy MKP s nestabilitou jsou v podstaté stejné jako problémy metody siti.

Priklad 1.3. Metodou koneénych prvki s krokem 0,25 aproximujte staciondrni
rozlozen{ teploty latky s tepelnou vodivosti 0,4 W/(m°C) v intervalu délky 1 m.
Latka vtéka do intervalu o teploté 1 °C, protéké jim rychlosti 1 m/s a z inter-
valu vytéka do prostiedi o vnéjsi teploté 0,2°C s prestupovym koeficientem 2
W/(m2°C).

Z ftyzikélniho vyznamu tlohy (1) plyne, ze hledand teplota y(x) pro = € (0,1)
je feSenim okrajové tulohy

_Oa 4y// + y/ =0 v (07 1)7 y(O) = ]-a _0743/(1) = Q(y(l) - 072)

Resend. Polozime V = {v € PC'(0,1)|v(0) = 0} a W = {w € PCY(0,1)|
w(0) = 1}. Pro pfesné feseni y a libovolnou testovaci funkci v € V' plati

" —0,4y" = o B
(=0.4y" +y)vdz ‘ 04y =a V=0

O\H

1
= 04yv +/O4y’v’+y'v)dw
0

1
= 2(y(1) = 0,2)v(1) + /(0,4y’v’ +y'v) dz = 0,
0

takze Galerkinova formulace zni: Najdéte funkci y € W tak, aby
B(y,v) = L(v) pro viechna v €V,
kdyz

1
= / (0,4yv" + y'v) dx + 2y(1)v(1) a L(v) = 0,4v(1).
0

15



Pro aproximaci feseni této ilohy uzijeme linedrni splajny g, ..., w4 piislusné
uzlim z; = 0,25j5. Funkce

Yyc=wo+yr-p1+---+ys-pa

lezi v mnoziné W. yg je aproximaci feSeni ilohy, kdyz

4
B(ya, i) = L(¢i) <= Y_y;B(gj, i) = L(¢:) — B(o, ¢i)
=1
pro i =1,...,4. Tento systém rovnic ma vzhledem k (9) a (11) strukturu
B(e1, 1)  Blp2;41) L(¢1) — B(o, ¢1)
B(p1,02) B(pz,02) Bles,¢2) L(p2)
B(p2,03) Blps,p3) Blpa, ¢3) L(ps) ’
B(ps, 1) Blps, p4) L(p4)

Protoze vechny koeficienty ve forméch B(y,v) a L(v) jsou konstantni, plati

0,25
B(pi-1,¢i) = / (0,4(=5) -5+ (—4)p;) dx = 2,1
0,25(i—1)
prot=1,...,4,
0,252 0,25(i+1)
B(pi, i) = / (0,4-16 + 4p;) dx + / (0,416 — 4¢;) dz = 3,2
0,25(i—1) 0,253

pro:=1,2,3,
1
B(pa,p4) = /(0,4 <16 +4pg)dx+2=16+05+2=4,1 a

0,75
0,25(i+1)
0,257

prot=1,...,3. Déle
L(Qﬁl) - B((p07901) = 2)1

L(p2) = 0= L(gp3), L) = 0,4.
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Tedy vysledny systém rovnic ma tvar

32 -1,1 2,1
21 32 -1,1 0
21 32 -1,1]0

21 4,1 |04

Jeho fesenim je vektor [0,96157; 0,88821; 0,74815; 0,48076]. Toto jsou hodnoty aprox-
imace yg v uzlech 0,25;0,5;0,75; 1.

Priklad 1.4. Najdéte aproximaci feseni tlohy
-y =5y =—1 v (0,1), —%'(0) =0,5(1 —y(0)), y(1)=1
metodou koneénych prvku s krokem h = 0,2.

Resend. Polozime V = {v € PCY0,1)|v(1) = 0} a W = {w € PC'(0,1)|
w(1) = 1}. Pro ptesné feseni y a libovolnou testovaci funkci v € V' plati

1
_ :a/ =
/y—5yvdx:' y/: g
0

vdx,

O\H

1
= 0,5(y(0) —i—/ W' —5y'v)d
0

takze Galerkinova formulace zni: Najdéte funkci y € W tak, aby

B(y,v) = L(v) pro viechna v €V,

kdyz
1 1
/yv—5yv ) dz +0,5y(0)v(0) a /vdzL‘+0 5v(0
0 0

Pro aproximaci feSeni této ilohy uzijeme linedrni splajny ¢q,..., s piislusné

uzlim z; = 0,2j.
Diskretizace: Funkce
Yo =Yoo+ -+t ys ps+ s
lezi v mnoziné W. yg je aproximaci feSeni ilohy, kdyz

4

Blya, i) = L(pi) <= >_y;B(gj, i) = L(¢i) — B(ps, ¢i)
=0
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pro i =0,...,4. Tento systém rovnic ma vzhledem k (9) a (11) strukturu

B(‘Poa 900) B(@la 900)

L(¢o)
B(po, 1) Blp1,1) Blpz,e1) L(¢1)
B(p1,92)  Blp2,2) Blps, p2) L(p2)
B(p2,¢3) B(ps,p3) B(pa,p3) L(gs3)

B(ps,pa)  Blpa,pa) | L(pa) — Blps, 1)

Protoze vsechny koeficienty ve forméach B(y,v) a L(v) jsou konstantni, plati

0,2i

B(@’i*la ()O’L)

= ((—=25) + 25¢;)dz = =5+ 2,5 =—-25
0,2(i—1)

proi=1,...,4,

0,2

B(@o,w0)=5+25/<podx+0,5:8
0

0,2i

0,2(i+1)
Blowp)= [ o-wpyde+ [ (25+250)dr=10
0,2(i—1) 0,2i
proi=1,...,4a
0,2(i+1)
B(pir1, i) = / (=25 —5-5p;)dr = —5—25-0,1 = —7,5
0,2¢

pro¢=20,...,4. Dale
L(go) =—-0,14+0,5=0,4

0,2(i+1)
o)== [ pdo=-02

0,2(i—1)
Tedy vysledny systém rovnic ma tvar

8 75 0,4
25 10 -7.5 0,2
25 10 -7.5 0,2
25 10 -75(-02

25 10 | 7,3

Jeho fesenim je vektor [0,85434;0,85796; 0,88584; 0,92180; 0,96045]. Toto jsou hod-
noty aproximace yg v uzlech 0;0,2;0,4;0,6;0,8.
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2.7 Linearni konec¢ny prvek a algoritmus MKP v 1D

Diskretizace Galerkinovy ulohy

najdéte y € W tak, aby B(y,v) = L(v) pro vSechna v €V (14)
metodou koneénych prvku je uréena délenim 0 = zg < 21 < --- < x, = [. Pak je
pro i =1,...,n konecny prvek (element) e; uréen

- antervalem (z;_1,x;),

- lokdlnim prostorem Pil polynomu stupné mensiho nebo rovného 1 na inter-
valu (x;—1,x;) a

- stupni volnosti p(x;—1),p(z;), které mohou byt zvoleny libovolné a urcuji
polynom p € P} jednoznaéné.

Proi =1,...,n oznacime pgl), pl@) bazi lokalnfho prostoru P} takovou, Ze pl(-l)(xi_l) =
1,00 (@) = 0 a p? (2i-1) = 0,p? (2;) = 1. Viz Obrézek 3.
Y4 (2 (1 2
14— p é ), B(,)Pz(i)l, pz(+)1
Ti—1 ll ‘;

Obrézek 3. Baze lokdlnich prostora P} a P},
Je ziejmé, ze

)

oo(x) = 4 PV@) pro € (wo,a)
0 jinak

p§2) (x) pro x € (wi_1,x;)

wi(zr) = pSr)l(w) pro  x € (x;,x;41) Proi=1...,n—1la
0  jinak
on() = { pg)(az) Pro € (Tp-1,Tn)
0 jinak
Odtud plyne, ze
Blgine:) = B@Yp?) pro i=1,....n,
B(go,v0) = Bpi".pi").
Blgiw) = B ) +Bppl) proi=1,...n-1,
B(enson) = B ,pY) a
B(pit1,0i) = B(pgi)l,pl}rl) pro i =0,...,n—1.
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a podobné

L(pi) = L(p,@)) +L(p§_131) pro i=1,....n—1 a
L(pn) = LY).
Tedy napiiklad pro n = 2 lze systém rovnic

B(po,¢0)  Bler, vo) L(o)
B(po, 1)  Blp1,1) Blw2,¢1) | L(v1)
B(p1,02) By, p2) | L(p2)

zapsat podrobnéji

1
B(pgl)mﬁ)) 32191 24) o L)
BV, p®) B, p) + By, pi) B<p52>,pg2>> L<p§>>+2L<p§>>
B, pi?) B, pY) L%

=\
el

Algoritmus sestaveni matice tuhosti K a vektoru zatiZen
1. Vynulovani matice K a vektoru F.

2. Postupné proi =1,...,n vypocet lokdlni matice tuhosti a lokdlniho vektoru
zatizend

x| Be p) Be ) ]

) _
B(pgl),p?)) B(p( ),p?))

o

a pric¢teni
Kﬁ) k K, KYQ) k Kiit1 a F_:l(l) k F;
Ké? k Kiy1i Ké;) k Kit1i+1 a ﬁQ(Z) k Fipq
Otazky a priklady k procviceni

1. Uved'te klasickou formulaci eliptické okrajové tlohy pro ODR 2. faddu, hlavn{
fyzikalni vyznamy a postacujici podminky pro existenci a jednoznacnost
jejiho Feseni.

2. Popiste nékterou fyzikalni interpretaci procesu, popsaného okrajovou ulohou
a) —0,1y" +2y' =1 v (0,1), y(0)=1, —0,19/(1) =2(y(1) —0,2).
b) —0,05¢" +y =z v (0,1), ¥ (0)=5, 3'(1)+ 10y(1) =6.

Téchto fyzikdlnich vyznamu uzijte ke schematickému znézornéni grafu feSeni
uloh a) a b).
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3. Metodou kone¢nych prvki aproximujte feSeni okrajové 1ilohy
a) —0,5y" +1y =2, y(0) =—-1, —0,49/(1) = 2y(1) s krokem h = 1/4,
b) —0,25y" —y =1, y(0) =0, y(1) = 0 s krokem h = 1/6,
c) —0,1y" —y =1, y(0) =0, y(1) = 0 s krokem h = 1/6,
d) —y" =02y =2,y (0) =2(y(0) — 0,5), y(1) = 0 s krokem h = 1/5.
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3 Regularni oblasti a integrovatelné funkce

Tuénymi symboly X,y, ... budeme znaéit body (z1,x2), (y1,%2), ... z R? a symbol
o rezervujeme pro nulovy bod (0,0). Pro body x,y a d > 0 polozime

% = yll = V(@1 —91)? + (22 — y2)? a O5(x) = {y; [x —y| < 6}.
Mnozinu Og(x) nazveme §-okolim bodu x (v R?).

Definice. Mnozina Q C R? se nazjva

a) otevrend, kdyz Vx € Q 3§ > 0: Os(x) C Q,

b) uzaviend, kdyz R? — Q je otevien4,

d

)
)
¢) ohranicend, kdyz 36 > 0: Q C Os(0),
) souwvisld, kdyz jeji libovolné dva body lze spojit lomenou ¢arou v €2 a
)

e) oblast, je-li oteviena a souvislé.

Hranicéni bod mnoziny € je kazdy bod x s vlastnosti
Vo >0:(05(x)—{x})NQ#0 a (Os5(x)—{x})N (R2 — Q) # 0

Mnozina v8ech hrani¢nich bodu €2 se nazyvéa hranice €0 a znaci se 9€) a sjedno-
ceni ) = Q U 0N se nazyva uzdvér €. € je nejmensi uzaviend mnozina, kterd je
nadmnozinou 2.

Definice. a) Rez oblasti Q je neprazdna podmnozina v 9Q — Q, jejiz viechny
body jsou vnitinimi body uzavéru €.

b) Bod vratu oblasti Q je kazdy bod dotyku dvou ruznych hladkych édsti hran-
ice 02, v némz jsou teény k obéma hladkym ¢dstem totozné.

Obrazek 4. Tlustrace oblasti s fezy a s body vratu

Definice. Oblast €2 nazveme reguldrni, je-li ohrani¢end, hranice 02 je sjedno-
cenim konecného poc¢tu hladkych kiivek a neméd fezy ani body vratu.
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Definice. Jednotkovd vnéjsi normdla oblasti Q C R? v bodé x € 99 je vektor
7i = 7i(x) s vlastnostmi

a) 7 je kolmy k 0 (7i(x) je kolmy k tecné k 92 v bodu dotyku x),

b) 7 vychazi z bodu x ven z § (existuje § > 0 tak, ze x +t -7 ¢ Q pro vSechna
te (0,0)) a

o) |f| = 1.

Regularni oblast méa jednoznacné urcenou jednotkovou vnéjsi norméalu ve vsech
bodech 02 s ptipadnou vyjimkou koneéné mnoha bodu.

Definice. (Prostory integrovatelnych funkci na reguldrni oblasti) Pro danou
reguldrni oblast €2 se znadci

a) Lo(2) mnozina redlnych funkei u takovych, ze odmocnina Lebesgueova in-

tegralu
l|lullo = /u2dx

Q

existuje a ma konecnou hodnotu,
b) H'(Q) mnozina funkci u, pro néz u, du/0r1 a du/0xy lezi v La(Q) a

¢) H%(Q) mnozina funkef u, pro néz u, du/dx1, du/dxs, 0*u/0z3, 8*u/dw1022
a 0%u/0x3 lezi v La(9).

Mnoziny funkei Lo(2), H*(2) a H?(2) jsou funkéni prostory (jsou napiiklad
uzaviené vuci tvorbé linedrnich kombinaci funkei) a ¢islo ||ul/o je norma funkce u
v prostoru Lo(£2). Podobné

lully = / [u? + (Ou/0x1)? 4+ (Ou/0x2)?] dx
Q

je norma funkce u v prostoru H!().

Poznamka. (Prostory integrovatelnych funkei na ohrani¢eném intervalu) Pro
libovolny ohranic¢eny interval (a,b) zna¢i Lo(a,b) mnozinu vSech funkei y = y(x)
takovych, ze

b

lyllo = / y2de

a
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existuje a mé kone¢nou hodnotu. Pro libovolnou ohrani¢enou, po ¢astech hladkou
kiivku I" ozna¢ime Lo(I') mnozinu v8ech funkei y = y(x) takovych, ze odmocnina
z k¥ivkového Lebesgueova integralu

lyllo = / y2ds

T

existuje a ma konecnou hodnotu. Stejné jako v dimenzi 2, i mnoziny Ly(a,b) a
Lo(T), zejména Lo (0N)) pro reguldrni oblast €2, jsou funkéni prostory s normou
| llo- Dobrou pfedstavu o funkcich, které lezi v téchto prostorech poskytuji funkce
po &dstech spojité, nebot PC(a,b) C La(a,b). Analogicky jako v dimenzi 2 je defi-
novan funkénf prostor H!(a,b) s normou || ||;. Opét PCY(a,b) C H(a,b).

Predpis, ktery k funkcim w,v definovanym na regularni oblasti €2, ohrani¢eném
intervalu (a, b) pfipadné na ohrani¢ené po ¢astech hladké kiivce I' prifadi ¢islo

b

(u,v) —/uvdx, (u,v) —/uvdx piipadné (u,v) —/uvds

Q a r
je skalarni sou¢in funkci. Diky Schwarzové nerovnosti |(u, v)| < ||ullo||v]|o je tento

skalarni sou¢in definovan na prostorech Lo(€2), La(a,b) a Lo(T").

Je ziejmé, ze CF(Q) ¢ H*(Q) pro k = 0,1,2. Otézka je, zda z integrability
derivaci funkei plyne spojitost funkci.

Véta 1. (Sobolevovy véty o vnoreni) Plati

H'(a,b) C C{a,b) prolibovolnd —occ<a<b<oo a
H?(Q) € C(Q) pro kazdou regularni oblast €.

Z tvrzeni Véty 1 zejména plyne, Ze kazd4a funkce z H?(12) je definovand a spojita
na celé hranici 9. Otézku, jaké vlastnosti na hranici 9Q maji funkce z H'(£2),
zodpovidd Véta 2.

Véta 2. (Véta o stopach) Je-li Q2 reguldrni oblast, pak existuje jediny linedrni
operator
v HY Q) — Ly (09)

takovy, ze v(u) = u|sq pro vSechna u € C*°(£2) a existuje konstanta C' > 0 tak, ze
Iv(@llo < Cllully Yu € H' ().

Funkce y(u) se nazyvé stopa funkce u. Misto v(u) piseme u. Mnozina vsech stop
funkef z H'(Q) je funkéni prostor HY/2(99). Je ziejmé, ze HY/2(0Q) C Ly(9Q).
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Definice. Pro reguldrni oblast  a funkci v € H'(Q) oznaéime Vu = grad u =

[Bu/0z1, Ou)dxs) .
Pro libovolny jednotkovy vektor = [sq, 59" a funkci v € H*(Q) plati:

%*ﬁs —i—ﬁs =Vu-§.
95 Oz ' Oxg 2 ‘

Definice. Pro libovolnou vektorovou funkei @(x) = [u;(x), uz(x)] " s ug, us €
H'(Q) oznacime
8u1 aUQ
= — + e
8951 6@

a div @ nazveme divergence vektorové funkce wu.

div @

Je-li i vektor toku nestlacitelné kapaliny, pak div 4 = 0.

Poznamka. Jestlize u € H?(12), pak

= Au

T 2 2
divVu:div[au au} CACONCAC

Ox1’ Oxo - 0x?  Ox3
Operator, ktery k funkci u pritazuje Au se nazyva Laplaceuv operdtor.

Véta 3. (Véta o divergenci) Pro libovolnou reguldrni oblast Q C R? a vek-
torovou funkei #(x) se slozkami z H'(Q2) plati

/divﬁ'dx:/ﬂ"ﬁds. (1)
Q )

Poznamka. Polozime-li v (1) 7i(x) = [n1(x),n2(x)]T a postupné ii(x) =
[v(x)w(x),0] ", @4(x) = [0,v(x)w(x)]" pro funkce v,w € H'(Q), obdrzime Green-
ovy formule

g:;w dx = [ vw-nids — /vggidx, (2)
Q onN Q

;Z;w dx = [ vw - nads — /vgg;dx. (3)
Q o0 Q

Véta 4. (Greenova véta) Jestlize Q je reguldrni oblast, v € H'(Q) a w €

H?(92), pak
ow
/VU~dex:/vaﬁds—/v-Awdx. (4)
Q o0

Q
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Dukaz. Uzitim Greenovych formulf (2) a (3) ziskdme [ Vov-Vwdx =
Q
_ (e, 00w e f e
N 8:1)1 81‘1 8:132 01'2 N 8$1 ! 8:172 2
Q

- /(ng 82>dx—/vds—/vAwdx.

Otazky a priklady k procviceni

1. Rozhodnéte, zda mnozina

) @=1[(1,2) x (1,2)] U[(2,4) x (2,3)]

) Q={x;0<z1 <0al<xy<1/z}
) Q={x;0 < ||x]|eo < 1}

d) Q={x;0<|z1|<la —1<xzp <1}

a
b

C

je oteviend, uzaviend, ohrani¢end, souvisla nebo regularni.

2. Ukazte, ze Véta o divergenci je dusledkem Greenovych formuli.
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4 Rovnice vedeni tepla

4.1 Odvozeni rovnice vedeni tepla

Oznac¢ime u(x,t) [K] teplotu v bodu x € Q a ¢ase ¢ [s] a uzijeme Fourierova
zékona pro intenzitu toku tepla w [Jm~'s~!] ve sméru jednotkového vektoru 7
[m] ve tvaru

ou

prt

Zde je Ao [J s 1K1 koeficient tepelné vodivosti. Oznac¢me fo(x,t) [Jm 2s71]
intenzitu zdroji tepla a ¥ = [v1, va] | [m s™!] vektor rychlosti toku litky v Q. Pro
libovolnou reguldrni podoblast D v  a ¢asovy interval (¢,t + dt) [s] malé délky
sformulujme zékon zachovani (tepelné) energie. Oznacime

w = —Ag

Q1= [ fo(x,t)dx-dt [J]
/

mnozstvi tepla, vzniklé ve zdrojich v D za dobu dt [s],

ou
Q2= [ co—dx -6t [J]
[
’]

mnozstvi tepla, spotiebované na zvyseni teploty latky o hustoté o [kgm™=] se

specifickym teplem ¢ [J kg~ K ~!] v oblasti D za dobu 6t,

Qgi—/)\oauds-(st [J]

on
oD

mnozstvi tepla, které protece pres hranici 0D za dobu 6t ven z oblasti D (zde je
7i jednotkovd vnéjsi normala k hranici D) a

Q4= /cguf)'- nds- ot [J]
oD
mnozstvi tepla, prenesené ven z D liatkou o teploté u, tekouci rychlosti ¢’ za dobu
0t. Zakon zachovani energie rika, ze za dobu dt mnozstvi tepla @)1, vzniklé v D ve
zdrojich je stejné jako soucet mozstvi tepla @2, které je spotfebovano na zménu

teploty v D, mnozstvi tepla @3, které prestoupi pres hranici 9D ven z D a mnozstvi
tepla Q4, které je preneseno ven z D v tekouci latce. Tedy

Q2+ Q3+ Q4 = Q1,

/cggz:dx—/Aoggd&l—/CQU17'ﬁd5:/f0(x’t)dx'

D oD oD D

tj.
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Uzitim Véty o divergenci vznikne identita

/ <cgg’: _ div(AoVu) + div(cguﬁ)) dx = / folx, £)dx (1)
D

D
Predpokladejme nyni, ze
a) veli¢iny ¢ a ¢ jsou na {2 konstantni a
b) integrandy na obou strandch identity jsou spojité.

Z ptredpokladu b) a skutecnosti, ze identita (1) je splnéna pro vSechny reguldrni
podoblasti D v € plyne, ze integrandy na obou stranich (1) jsou shodné v Q
a predpoklad a) umoziuje oba integrandy v (1) vydélit konstantou co. Vznikne
diferencialni rovnice

ou

o7~ WOV + div(ud) = f(x,1) (2)

pro vSechna x € ) a v8echny casové okamziky ¢. Zde A = \g/(co) a f = fo/(co).
Pozndmka. Je-li proudéni nestlagitelné, tj. div v = 0, pak

O(uvy) | O(uva) %v u@vl ou y 0vy
axl 8.752 a 8951 ! 8LU1 8%2 8:1:2
= U-Vu+udivi=179-Vu,

div(uv) =

takze rovnice (2) nabude tvaru

?;t‘ — div(AVu) + 7 - Vu = f(x,1). (3)

4.2 Klasicka formulace okrajové ulohy pro Poissonovu
rovnici

Nejprve se budeme zabyvat procesem ustdleného, tj. staciondrniho vedeni tepla
charakterizovaného podminkami du/0t = 0, f(x,t) = f(x) a ddle budeme predpokladat,
ze A = const > 0 a vektor toku ¢ = . Pak lze rovnici (3) vydélit konstantou A a
vznikne tato Poissonova rovnice

—Au = f(x) pro x €. (4)

Pro jednoznaé¢nost feSenf je nutno na hranici 92 zadat okrajové podminky. Zabyvejme
se nejprve kombinaci Dirichletovy a homogenni Neumannovy okrajové podminky

u=gona I'p a g:;:O na I'y (5)

prOfDUfNZOQ, FDOFN:@aFD#@.
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Resenfm diferencidlni rovnice (4) je funkce u = u(x), pro niz je rovnice (4)
splnéna ve vSech bodech z Q. Protoze f € C(Q), musi byt Au spojita funkce. Odtud
a z faktu, Ze Au obsahuje druhé parcidlni derivace plyne u € C%(Q). Klasickd
formulace problému (4), (5) je tedy uloha:

Pro dané funkce f € C(Q) a go € C%(I'p) najdéte funkci u € C%(Q) takovou,
ze jsou splnény rovnice (4) a okrajové podminky (5).

4.3 Variacni formulace okrajové tlohy pro Poissonovu
rovnici

Varia¢ni nebo téz Galerkinovu ¢i slabou formulaci tlohy (4), (5) odvodime vyndsobenim
obou stran rovnice (4) tzv. testovaci funkci v s vlastnostmi

v=0 na I'p a veCYQ) (6)

a jejich integraci ptes €2. Pomoci Greenovy formule pak obdrzime

Pu  O%u
Q/fvx Q/ uvdx /<8x%+8x§>vx

Q
_ _/ %n —l—%n Ud8+/ %ﬂﬁ‘%ﬁ dX
- 81'1 ! (9%‘2 2 83;1 ax1 6952 (91‘2
oN Q
ou
= —wvds + /Vu - Voudx = /Vu - Vodx,
Q Q

on
o)

nebot v =0 na I'p a u/d7i = 0 na ['y. Ziskali jsme identitu

/Vu'Vvdx: /fvdx (7)
Q Q

a tim jsme dokdzali, ze klasické feSeni u ulohy (4),(5) spliuje i identitu (7) pro
kazdou funkci v s vlastnostmi (6). Naopak lze ukazat, ze funkce u € C%(Q), kterd
spliuje (7) pro funkce v s vlastnostmi (6), vyhovuje i rovnici (4) a podmince
Ou/0fi|r, = 0. Jestlize navic u = go na I'p, pak je u feSenim tlohy (4), (5).

Formulace (7) umoziuje podstatné zeslabit pozadavky na fesSeni u i na funkce
f, 902 (4), (5). Z definice funkénich prostorti Lo () a H'(Q) plyne, ze levé pifpadné
prava strana identity (7) mé dobfe definovanou kone¢nou hodnotu, jestlize u,v €
H(Q) pifpadné f,v € La(R). Mnozinu pripustnyjch reseni mizeme tedy definovat
jako

W={we H(Q);w=gonalp}

a mnoZinu testovacich funkci jako

V={veHYQ):;v=0naTp}l.
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Podminky w = go naI'p a v = 0 na I'p jsou korektné formulovany v dusledku Véty
o stopach za slabého predpokladu gg € H'/?(T'p). Pak je variacni (Galerkinovou,
slabou) formulaci problému (4), (5) tloha:

Najdéte uw € W tak, aby B(u,v) = L(v) Yv €V, (8)

kde
B(u,v):/Vu‘Vvdx a L(v):/fvdx.
Q Q

Vsimnéte si, ze v této formulaci se Neumannova okrajova podminka nevyskytuje.
Okrajové podminky s touto vlastnosti se nazyvaji prirozené. Naproti tomu Dirich-
letova podminka je v definici mnoziny ptipustnych feseni W explicitné uvedena.
Takovéto okrajové podminky se nazyvaji podstatné.

Lze snadno ovérit, ze pro libovolna realnd ¢isla aq, ao, b, by a funkce uy, ug, v, u, v1,v9 €
H'(Q) plati

B(ajuy + aguz,v) = a1B(uy,v)+ asB(usg,v),
B(u, biv1 + bgvg) = blB(u, U1) + bgB(u, ’Uz), (9)
L(bl’Ul + bQUQ) = blL(’Ul) + bgL(’Ug).

Proto tikdme, ze funkcional B je bilinedrni forma a L je linedrni forma.
Otazky a piiklady k procviceni

1. Varia¢n{ formulaci dlohy (4), (5) odvod'te dosazenim vyjddien{ Au z rovnice
(4) do identity z Greenovy véty.

2. Ovéite bilinearitu a linearitu (9) funkcionalu B a L.
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5 Diskretizace okrajové ulohy pro Poissonovu
rovnici metodou konec¢nych prvku

V této kapitole se sezndmime s postupem vypoctu priblizného feseni varia¢ni tlohy
(3.8) a tedy i pfiblizného Feseni klasicky formulovaného problému.

5.1 Po c¢astech linearni funkce

Ptedpokladejme, ze regularni oblast €2 je polygonding, tj. ze hranice 02 je polygon
a pokryjme uzaveér ) triangulaci:

Definice. Mnozina 7 trojuhelniku (ty odpovidaji koneénym prvkum, ele-
mentim) se nazyva triangulace polygonalni oblasti €2, kdyz

a) UeETe:ﬁa

b) libovolné dva ruzné trojihelniky z 7 jsou disjunktni nebo maji spoleény
vrchol nebo maji spole¢nou stranu.

Vrcholy trojuhelniktit budeme nazyvat uzly nebo vrcholy triangulace a budeme je
znacit symboly qV, ..., qM.

Funkeci, ktera je na kazdém elementu e € 7 linearni, tj. tvaru axy + Bxs+ pro
a, 3,7 € R a globélné, tj. na reguladrni oblasti €2 je spojita, budeme fikat po c¢dstech
linedrni. Charakterizaci funkci linedrnich na trojihelnicich triangulace, které lezi
v prostoru H'(Q), poskytuje toto tvrzeni:

Véta 1. Uvazme polygonalni reguldrni oblast §2, triangulaci 7 oblasti 2 a
funkci v, linearni na kazdém trojuhelniku z 7. Pak

ve HY(Q) prave kdyz v € C(Q).

Kazda po castech linearni funkce v je jednozna¢né urcena svymi hodnotami
v; ve vrcholech @ pro i = 1,..., N. Jeji graf je nad kazdym elementem e € T
¢asti roviny. Prostor v8ech po ¢astech linearnich funkci budeme znacit Zp,. Funkce
ze Zp maji na kazdém elementu e € 7 konstantni parcidlni derivace; iikdme, Ze
tyto derivace jsou po édstech konstantni, obecné nejsou spojité na celé oblasti (2.
Kazdému vrcholu triangulace q¥) je prifazena funkce o; z Zj, predpisem

0i(@d?) =1 a ¢;j(q")) =0 pro viechna j # i.

Libovolnou funkci v € Zj, lze tedy zapsat ve tvaru

N
v(x) = Zvigai(x), kde v; = v(q™). (1)
i=1
Odtud plyne, ze dimenze prostoru Zy je N a funkce ¢1,...,on tvoii jeho bazi.

Vsimnéte si, ze bazové funkce ¢; jsou rovny nule na vSech elementech e, které
nemaji vrchol q(®.
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5.2 Metoda koneénych prvku

Sezndmime se s MKP pro aproximaci feseni tilohy (3.8) za predpokladu, ze gy = 0
a 7e reguldrni oblast  je polygonalni. Pokryjme Q triangulaci 7 takovou, Ze mezi
jejimi vrcholy jsou koncové body vsech tsecek tvoiicich polygon 9f) a vSechny
koncové body ¢asti hranice I'p. Za ucelem zjednoduseni zapisu budeme vzdy vr-
choly éislovat tak, aby é&isla 1, ..., M byla pfifazena vrcholiim, které nelezi na I'p
aM+1,...,N vrcholim z I'p.

Ozna¢me V}, prostor vSech po ¢astech linedrnich funkci, které jsou nulové na
I'p. Diky znaceni (1) lze prostor Vj, charakterizovat takto:

M
Vi = {o0(x) = 3 vigi(x)}. (2)
i=1

Tato charakterizace a (1) ukazuji, Ze Vj, je podprostorem v Zj,. Resen{ tlohy (3.8)
budeme znacit v a nazyvat varia¢ni, slabé pripadné Galerkinovo feSeni.

Piiblizné feseni U tlohy (3.8) budeme tedy hledat jako funkci ze Zj,, spliujici
okrajovou podminku U = 0 na I'p. Pak U € V}, a, oznacime-li U; = U(qY)), je
podle (2)

M
U(x) =) Ujp;(x).
j=1
Funkci U nazveme priblizngm resenim tlohy (3.8) metodou koneénych prvku, kdyz
B(U,v) = L(v) pro vsechna v € Vj,. (3)
Nekonecénd soustava rovnic (3) je ekvivalentni s rovnicemi
B(U, i) = L(y;) pro i=1,..., M. (4)
Skuteéné, protoze podminka (4) je dusledkem (3), staci ukazat, ze z (4) plyne (3):

Zvolme libovolnou funkci v € Vj,. Dle (2) je v = Zf\i L Vig; a tedy, vzhledem k
bilinearité formy B, (4) a linearité formy L plati

M M
B(U,v) = ZviB(U, i) = ZviL(cpi) = L(v).
i=1 i=1

Poznamka 1. V roce 1915 zvefejnil rusky inzenyr Boris Galerkin ¢lanek, v
némyz prezentoval metodu fesSeni okrajovych tloh pro parcidlni diferencidlni rovnice
(konkrétné deformaéni variantu tilohy pruznosti) metodou, vyuzivajici nové formu-
lace, dnes zndmé jako Galerkinova pfipadné slabd formulace. Az do vzniku MKP
nebyl zndmy obecny postup, jak tuto formulaci diskretizovat. Diskretizace byly
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navrhovany jen pro jednotlivé specidlni ptipady a, jak se ukazalo pozdéji, mat-
ice vyslednych systému linedrnich rovnic nebyly dobie podminéné. MKP pfinesla
obecné konstrukce bazovych funkci a algoritmizaci tak, ze vysledny algoritmus
je snadno programovatelny na pocitacich a matice vyslednych systému linearnich
rovnic jsou fidké a dobfe podminéné i pro velké pocty rovnic.

Nyni ukdzeme, ze funkce U je soustavami rovnic (3) nebo (4) jednoznacné
urcena. Najdeme maticovy zapis rovnic (3) a z néj vyplyne, ze k uréeni hodnot U;
je tieba Fesit systém linearnich rovnic se symetrickou pozitivné definitni matici.

Dosadime-li do (3)

M M
U= Zchpj a v= Z’Uz‘%‘,
j=1 i=1

dostaneme
M M M M
BU,v) = B|Y Uy viei | =Y. UjviB(g;,¢i)
j=1 i=1 j=11i=1
M M
= Z Uin/VQOj . VQDZ'dX = Z UikijUj pro
i,j=1 Q i,j=1

Q Q

M M M
L(v) = L (Z Uz’%’) => / feidx = Fv; pro
i=1 -1} i=1
Fi = L) = [ e
0

Zavedme oznaceni K = (kij)%:p U=1[U,....,U]7, %= [v1,...,om]", F =
[Fi,...,FyT. Pak B(U,v) = 7' KU, L(v) = 7' F a tedy systém rovnic (3) se d4
maticoveé zapsat

7" (KU — F) =0 pro viechna @ e RM.

Tato podminka je splnéna tehdy a jen tehdy, kdyz

KU = F. (5)

K se nazyva matice tuhosti. Ukazali jsme, Zze matice K je symetricka. Déle je fidk4,
nebot k;; = 0 pro vSechny dvojice indext, pro néz q® a qV nejsou vrcholy téhoz
trojuhelnika z 7 a pasova. Déle je dobfe podminénad i pro velké poéty neznamych. V
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nasem piipadé Laplaceova operdtoru je matice K i symetrickd pozitivné definitni,
nebot

7TKv = /Vv - Vudx = / |Vvl|3dx > 0
Q Q
pro viechna @ # 0. F se nazyva vektor zatizend.

5.3 Algoritmizace
Vysvétlime algoritmus sestaveni systému rovnic (5).

1. Triangulace oblasti : Vrcholy triangulace oéislujme qW), ..., g™ tak, ze
qM+h g jsou pravé vsechny vrcholy na hranici I'p a trojihelnikové ele-
menty o¢islujme ey, ..., eg. Triangulace je ur¢ena dvéma ¢iselnymi soubory: Soubor
vrchold je tvofen zaznamy

i (¢islo vrcholu), qgi), qg) (soufadnice vrcholu q)

proi=1,..., N a soubor trojihelniki je tvofen zdznamy
i (¢islo trojuhelnika), 7, k, m (indexy vrcholi e; = q()qk)q(™))
prot=1,...,R.

2. Vypocet prvki matice tuhosti: Prvky matice K nikdy nepocitame dosazenim
do vzorce

kij = /Vgoj - Vpidx,
Q
ale tzv. kondenzact, spocivajici v tom, ze integral

7'KU = B(U,v) = /VU - Vodx = Z/VU - Vudx
0 e€T %

vypocitame jako soucet integrala fe VU - Vudx pies vSechny elementy e € 7.

2.1. Referencni element é: Pro element e = q/)q(*)q(™) budeme piislusny in-
tegral pocitat transformaci na tzv. referencénd element € s vrcholy gV = (0,0), q? =
(1,0),4® = (0,1) v kartézské soufadné soustavé s osami &, 7. Pro jednoduchost
oznacme vrcholy elementu e lokalné qV, @ a q®. Transformace

n&n=a" + @ — g+ @ — '

! (6)
wo(&,m) = a8 + (687 — e+ (@8 — 8

€mn)ee — x(&n):
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(1)

(2) ¢
q Obrazek 5

zobrazuje referenéni element é vzdjemné jednoznaéné na element e tak, ze ) se
zobrazuje na q'¥) pro ¢ = 1,2, 3. Tuto transformaci lze zapsat i ve tvaru

z1(&,m) = S0 1(JY)J:V (&)
a(€,m) = Y0_ 4 N (€, m)

pro Ni(&,n) = 1 — & —n, No(€,n) = £, Ns(&,1) = 5. Vsimnéte si, ze linedrni
funkce N, m4 ve vrcholu (") hodnotu 1 a ve zbyvajicich vrcholech elementu é m4
hodnotu 0 pro r = 1,2, 3. Viz Obr. 5.

Transformaci (6) prechézi funkce v € Vj, pro x € e na funkci

0(&m) = v(x(&n) pro (§m) €eé

Protoze (6) je linedrni transformace vzhledem ke £,1 a v je linedrni polynom v
x1,x2 na e, je 0(§,n) linedrni polynom v &, 7. Analogicky je transformace

U n) =U(x(£n)

linearniho polynomu U(x) na e linedrnim polynomem v &, 7 na é. Tedy

3
Z 'Ur f 77 U Z (7)

Veliciny Uy, Us, Uz se nazyvaji stupné volnosti elementu.

2.2.1. Vypocet integrdlu fe VU - Vudx transformaci na referencni element:
Budeme pouzivat tohoto piesnéjsitho znaceni operatoru gradientu:

V=S | = 7= 5o |

Transformaci (6) proménnych (z1,z2) na (§,n) vznikne

g
qs 3" 4o qs
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je Jacobiova matice transformace (6). Plati:

o, v2— s | Ua=Uy
W—[%_m]aVU—[%_m], (8)
~ -1 . ~ -1 . .
vU:(JJ) Vi aVU:(JJ) V. 9)

Tvrzeni (8) vznikne vypoétem parcidlnich derivaci vyjadieni (7) a tvrzeni (9)
vznikne timto uzitim fetézového pravidla:

folx(Em) —[ﬂﬁ”w%+$@””%]—ﬂw.

olx(em) | T | 22 - g

Vi =
20 (g — i) + 22 (g8 — o)

a tedy Vv = (Je—r)_1 Vo. VU = (Je—r)_1 VU lze ovéiit zéménou U za v v predchozi
uvaze. Pak

/ VU - Vodx = / Vo - VUdx = |det J,| / (Vo) VUdEdn

- [U17U27U3]K€

U )
Uy | = (@) K°U®
Us

pro symetrickou lokdIni matici tuhosti K€ elementu e s prvky

(4 — € [ e — [ e J— e

ki = a5 +a§ kiy = —a§ ki3 = —a5
e _ e e e _

k5o = a5 +af ki3 = —aj

Zde
aj = 2|deltje| :(qgl) — )@ = ) + (@ — )" - qg’)):
o5 = gy 07 — 0l — a4 6 — o)l - ")
ag = 3 delt 7 :(Qf’) "N (a? - ) + (@ — (e - q§2)):

adet J, = (¢ — ¢ (@ — &) = (¢ = ¢ (P — ¢,
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2.2.2. Primy vypocet integrdlu [, VU - Vvdx pro e = q(Vq®q3): Nejprve si
v8imnéme, ze plocha pl(e) elementu e je

1
pl(e) = /dx = ]detJe\/ dédn = ildetJe\

a pro i = 1,2,3 ozna¢me N;(x) funkei, linedrni na e, uréenou predpisem
Ni@?) =1 a Ni(@”) =0 = N;(@®).
Pak jeprox € e
U(x) = (U N1 + UsNg + UsN3) (x), v(x) = (v1 N1 + v2Na + v3N3) (%)
a tedy
VU -Vvdx =37, 3% oiU; [ VN; - VN; dx

VNy-VN; VN;-VNy VN;-VN3 Ui
= %‘detJEHUl,Ug,Ug] VNy-VN; VNy-VNy VN;-VN3 Us
VN3-VN; VN3-VNy VN;3-VN3 Us

Vipocet VN; - VNj:

z VN,
NG (x) T2
Nz (x) R >
- q(i)
Obrazek 6

Uzijeme-li znaceni z Obr. 6, pak

1 1 . 1 ‘q(j)q(k)|
i — “1dDg® V. a ted Ni|=_—-"™42"3"71
Potom pro i = 1,2, 3 plati
1 ’q(j)q(k)|2
VNi- VN = VNP = 73 = Jeerye

a pro libovolnd i # j je cos(VN;, VN;) = cos(qq®), q*)q™), takze
VNZ‘ . VN]‘ = ‘VNZHVN]‘ COS(VNi, VN])
laq®|  |q*q@| N N

- cos(qVq®), q®g®)

|det.Je| |detJe|
1 Dalk) . (k) (i
= WAL qWVq® . q*)q® |
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Odvozeni lokalni matice tuhosti pfimou metodou poskytuje nazornou predstavu o
hodnotéach prvku lokalni matice tuhosti K€. Odvozeni transformaci na referenéni
element je standardni metoda pro urceni lokalnich matic tuhosti pro vSechny typy
koneénych prvku.

Vratme se ke globalnimu znacen{ veli¢in piislusnych danym elementiim:

M
B(Uyw) = #TKU =Y wvikinUn (10)
i,n=1
SR -Y Y
e€T eeT r,s=j,k,m

Jestlize néktery vrchol, napiiklad ), lezi na hranici I'p, pak v; = 0 = Uj.
Z formule (10) plyne, ze globalni matice tuhosti K typu (M, M) se sestavi z
lokdlnich matic tuhosti takto: Nejprve na mista vSech prvku matice K vlozime
nuly. Pak postupné prochdzime vSechny elementy z 7 a pro kazdy element e s
vrcholy g9, q), g™ vypocteme prvky ks, r,s = j, k, m matice K® a pficteme je
k hodnoté prvku matice K s indexy (r, s), pokud zadny z vrcholu q", q®®) nelezi
na I'p, tj. pokud 1 <r < M a1l < s < M. Po projiti viech elementu z 7 budou
hodnoty vSech prvka matice K korektni.

3. Vypocet slozek wvektoru pravich stran: Slozky vektoru pravych stran F se
pocitaji soucasné s vypoctem prvka matice K kondenzaci. Vychozi formuli odvodime

takto:
/ fvdx = / fvdx
eeT o
Integral fe fvdx vypocteme priblizné pomoci jednoduché kvadraturni formule pro
integraci pies trojuhelnik e
1
9(x) dx = 2pl(T)(g1 + 92 + g3), (11)
&

kde g1, g2, g3 jsou hodnoty funkce g(x) ve vrcholech e. Chyba této numerické inte-
grace fadové nezhorsi chybu MKP.

Uzijeme-li formule (11) a polozime-li pl(e) = |det J.|/2, dostaneme

f;
1 J .
Ly(v) = G g |det Je| [vj, vk, vm) | fx |, kde f,= f(q(’")) pro r = j,k,m.
ecT fm

Zde Ly(v) je pfibliznd hodnota pravé strany L(v), takze pfiblizné feseni U neni
fesenim rovnic (3), ale rovnic B(U,v) = Ly(v) pro vSechna v € V},. Piislusny vektor
F s vlastnosti T F' = Ly (v) sestavujeme takto: Nejprve vektor F' obsadime nulami.

38



Zabyvame-li se v procesu kondenzace elementem e o vrcholech q pror = 7, k,m,
pri¢teme pro r = j, k, m ke slozce F, ¢islo |det J.|f,/6, pokud r € {1,..., M}.

Pozndmka 1. a) ReSenfm systému rovnic (5) zfskdme po ¢dstech linedrni
aproximaci pfesného feseni okrajové tlohy (3.4), (3.5) pro go = 0, ktera je urcena
hodnotami Uy, ..., Uy v uzlech q(l), e q(M).

b) Gradient pfiblizného feseni ma na kazdém elementu e = q(/)q(*)q(™) kon-
stantni hodnotu. Dosazenim do druhého tvrzeni z (9) vznikne

1 " — g5 0 — o
" —q 4 —4q

Velmi casto je tfeba pocitat hodnoty gradientu pfiblizného feseni U v uzlech tri-
angulace. Kazdy uzel q je vrcholem nékolika elementt a na kazdém je aproximace
gradientu obecné jiny konstantni vektor. Rutinné se nejcastéji pocita aproximace
gradientu ve vrcholu q jako aritmeticky pramér konstantnich aproximaci gradientu
presného feSeni na vSech elementech s vrcholem q.

¢) Tam, kde jsou druhé parcidlni derivace hledaného feseni ptilis velké, je aprox-
imace po Castech linearnimi elementy velmi nepiesnd, nezvolime-li zde triangulaci
dostatecné jemnou. V poslednich letech jsou intenzivné vyvijeny adaptivni algo-
ritmy, které ulohy (3.4), (3.5) fesi v celé oblasti s chybou, mensi, nez predem
dané malé kladné ¢islo €. Po kazdém piiblizném vyfeSeni ulohy (3.4), (3.5) jsou
nalezeny podoblasti, na nichz je lokalni chyba vétsi, nez €. V téchto podoblastech
se triangulace zjemni a tloha se fesi znovu. Tento krok se opakuje tak dlouho, az
je pozadované presnosti dosazeno na vSech elementech triangulace.

d) Presnost vypoctené aproximace zavisi také na tom, zda elementy pouzité
triangulace nemaji zadné vnitini thly piilis malé.

Otazky a piiklady k procviceni

1. Je dén element e s vrcholy gV = (0;0), q®® = (0;0,9), q©® = (0,3;0,5).

a) Urcete transformaci referen¢niho elementu é na e, jeji Jacobiovu matici
a plo§ny obsah elementu e.

b) Vypoctéte lokdlni matici tuhosti elementu e pro feSeni okrajové tlohy
pro Poissonovu rovnici (3.4) transformaci na referenéni element i pfimym
vypoctem.

2. Na rovnobéznikové oblasti €2 uvazte triangulaci z Obr. 7. Za predpokladu, ze
Dirichletova podminka je dana na jeji levé Sikmé a horni vodorovné strané
najdéte ¢islovani vrcholu, pro néz je sitka pasu prislusné matice tuhosti K a)
nejmensi a b) nejvétsi. V obou piipadech matici K schematicky znézornéte
a vyskyty nenulovych prvkia v ni vyznacte.
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Obrazek 7. Triangulace rovnobéznikové oblasti
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6 Minimizac¢ni formulace tlohy (3.4), (3.5)

Vedle Galerkinovy formulace (3.8) je populdrni i tzv. minimizacni formulace tilohy
(3.4), (3.5). Opét se omezime na piipad go = 0: Hleddme funkei u spliujici okra-
jovou podminku v = 0 na I'p, kterd ddva minimum funkcionalu

B(v) = %B(v,v) L) :/ [;Hvuw - fv} dx
Q

na prostoru V, tj.
ueV: ®(u)=min®(v) (1)
veV
Ukazeme, ze variac¢ni formulace (3.8) a minimiza¢ni formulace (1) maji stejné
feSeni (tedy feSeni minimiza¢nfho problému spliauje i podminku du/d7i|r, = 0).
Predpokladejme nejdiive, ze u je feSenim problému (3.8) s go = 0. Zvolme v € V
a polozme w = v — u, takze w € V a v = u + w. Plati

P(v) = Plutw)= 1B(u—i—w,uﬂ—w) — L(u+w)

\]

= %B(u,u) — L(u) + B(u,w) — L(w) + %B(w,w)

1
= O(u)+ iB(w,fw) > O(u),
nebot B(u,w) = L(w) a B(w,w) > 0. Tedy u je Fesenim problému (1). Obrdcené
predpoklddejme, Ze u je FeSenim problému (1). Potom pro kazdé v € V a kazdé
realné ¢islo € plati
O(u) < O(u+ ev)

a tedy diferencovatelna funkce
1
96) = Bu+tev) = Buu)
1
+ eB(u,v) + 5623(11,1]) — L(u) —eL(v)

mé minimum pro € = 0 a tudiz ¢’'(0) = 0. Avsak ¢’(0) = B(u,v) — L(v) a vidime,
ze u je feSenim problému (3.8).

Poznamka 2. a) Minimizaéni formulace je méné obecnd, nez varia¢ni. Ex-
istuje jen pro okrajové problémy, v nichz odpovidajici funkciondl B(u,v) je V-
elipticky (je to jisty druh pozitivni definitnosti) a symetricky, tj. plati B(u,v) =
B(v,u) pro vSechna u,v € V. Mnohé dulezité diferencidlni rovnice nevytvaii sy-
metricky funkciondl B(u,v). Je-li vSak B(u,v) V-elipticky, varia¢ni formulace ex-
istuje. Variacni formulace existuje i pro nestaciondrni tlohy, pro néz minimiza¢ni
formulace neexistuje.
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b) Z minimizaéni formulace vychazi pfibliznd metoda pro feseni okrajovych
uloh, tzv. Ritzova metoda (Walter Ritz, 1909). Je starsi, nez metoda Galerkinova
a, jak bylo uvedeno, je méné obecnd. V piipadé ilohy (3.4), (3.5) s go = 0 spoc¢iva
v tom, ze se opét zvoli iplnd posloupnost bazovych funkei {¢;}:°; splihujicich ho-
mogenni Dirichletovu podminku ¢; = 0 na I'p, pfiblizné feseni se hleda ve tvaru
Un = Y iy ¢iG a koeficienty ¢; se uréi z podminky

®(up) = min P iGi | -
(un) = min (;a <>

Tento Ritzuv piistup je mozny i v MKP. Je-li v € V4, je v dloze (3.4), (3.5),
90 =0

1 _
d(v) = 55%{17— 'F

a tloha najit mingcgum [%UTK ¥ — ' F'| znamend fesit rovnice KU = F.

Vzhledem k vétsi obecnosti se v dalsim textu omezime jen na Galerkinuv
piistup, stejné jako je tomu v drtivé vétsiné monografii o MKP. V mechanice
se varia¢ni (Galerkinuv) pfistup nazyva princip virtuélnich posunuti ¢i virtudlnich
praci, zatimco Ritzuv pfistup odpovida principu minima potencialni energie.
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7 Obecna stacionarni elipticka tdloha

Predmétem této kapitoly je aproximace feSeni dalekosahlého zobecnéni modelové
tlohy (3.8) metodou koneénych prvka. Budeme se zabyvat fesenim okrajové tlohy
sestavajici z parcidlni diferencialni rovnice

—div(A\Vu) +wu = f (1)

na libovolné regularni oblasti 2 a okrajovych podminek

u—gonaI‘Da)\a_,—i—ozu—glnaFN (2)
za predpokladu, ze I'p # 0,
A(X) > Amin >0, w(x)>0naQ, a(x)>0naly. (3)

Klasickd formulace této okrajové tilohy je tedy tlohou najit funkci u € C2(Q),
kterd splituje rovnici (1) a okrajové podminky a dale A € C1(Q), f,w € C(Q)
spliiuj{ podminky (3) a go € C*(I'p), o, g1 € C(I'n).

Odvozend variaéni formulace: Uvazme libovolnou testovact funkci v, tj. vlp, =
0 awv e CHQ), a vyndsobme obé strany rovnice (1) funkef v:

0 ou 0 ou
/fvdx / [_O:B <)\a$) — o <A8y> +wu} vdx
Q Q
ou ou
= / <—/\axvn1 — )\&Uvm) ds
onN

n /)\ 8u8v+8u81) n dx
Oxdr Oy dy W

= /)\vds +/()\Vu - Vo + wuv) dx

= /(ozu—gl)vds—{—/()\Vu-Vv+wuv) dx
Ty Q

Tato identita je ekvivalentni s rovnici

B(u,v) = L(v) (4)
pro
B(u,v) = (AVu - Vo +wuv)dx + | auvds
/ /
L(v) = fvdx+ | givds
[
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Identita (4) ma smysl pro véechny funkce u,v € H'(Q) a pro véechna \,w € Ly(2),
go € H'/?(Tp) a a, g1 € Ly(Ty). Oznacime

V={ve H(Q);v=0 na T'p} a
W ={we H' (Q);w=gy na I'p}.

V' nazveme mmnoZina testovacich funkci a W mmnoZina pripustnych reseni. Pak
variacni formulace je tato tloha:

Najdéte piipustné feSeni u € W takové, ze

B(u,v) = L(v) pro viechna v € V. (5)

7.1 Diskretizace varia¢ni formulace (5)

Protoze 2 je libovolna reguldrni oblast, nemusi byt hranice 92 polygon. Proto,
abychom mohli pouzit stejného procesu diskretizace jako v kapitole 4, nahradime
hranici 992 polygonem 02}, tak, aby aproximace 02, hranice 0 byla sjedno-
cenim aproximace I'pj hranice I'p a aproximace I'y hranice I'y. Oblast €2,
uréenou hranici 0€;,, potom pokryjeme triangulaci 7 tak, aby vSechny vrcholy
trojihelniki, lezici na hranici 92, leZely soucasné na hranici 92 a oznacime gg 4
po ¢astech linedrni interpolant funkce go v uzlech z I'p 5.

Oznac¢ime Zj, prostor po ¢astech linedarnich funkci na €2, a polozime

Vi, = {UEZh;UZOHa FD,h}
Wy, = {UEZh;U:go’h na FD,h}

V diskretizaci varia¢ni formulace budeme tedy hledat po ¢astech linearni funkci
U(x) ve tvaru U = Zjvzl Ujp;(x), pficemz zachovdme vyznam pocti

N pocet vSech vrcholu triangulace,
M pocet vrcholu triangulace, nelezicich na uzévéru I'p,
R pocet trojuhelnika triangulace
z kapitoly 4. Potom podminka U € W}, je ekvivalentni s podminkou U € 7 a
U; = go(q¥)) pro j=M+1,....N (6)
Nyni budeme diskretizovat funkciondly B(u,v) a L(v). Volit

B,(Uyv) = /)\VU-Vvdx+/vadx+ / aUvds
Qp Qp, 1_‘N,h

Ly(v) = éfvdx—i—/glvds

I'nn
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nestaci. Integrandy obsahuji proménné koeficienty A, w, a a funkce f,g;. Aby al-
goritmus byl skuteéné obecny, chapeme vSechny integraly pies €2; jako soucet in-
tegralt pres vSechny elementy a integraly pies elementy poc¢itame piiblizné kvadraturni
formuli (4.11). Integraly pfes I'yj pocitame jako soucet integrali pies vSechny
hrany I'y j, pfiblizné jednoduchou lichobéznikovou formuli. Pocitdme-li tedy [ Gds

q

ptes stranu ¢ = q(/)q(*), dostaneme pouzitim transformace

z1 =z1(t) = qij) + (qik) - qij))t, Ty = xo(t) = qgj) + (qék) - qéj))t, t€(0,1)

1
/ Gds = / G(a1(t), zo(t))\ /22 (t) + 2F(t)dt = ¢ (G5 + Gy)

0
1 k j k ;
Gk = 5\/@)—q§J))2+(q§)—Q§”)2

Vysledné funkcionaly oznacime Bj(U,v) a Lp(v). Uzijeme-li znaceni I¢(G) =
pl(e)/3(Gj + G + Gn) a 19(G) = qj1 (G + Gi), vznikne

By(U,v) = > I°OVU-Vo+wlUv)+ Y  Ialv)

ecT q€l' N n
Lp(v) = Y I(fo)+ > Igv)
CGT qEFN,h

a priblizné feseni U je uréeno podminkou
By (U,v) = Lj(v) pro viechna v € Vj,. (7)

Abychom vyjadiili (7) v maticovém tvaru, upravme nejdiive I¢ (AVU - Vv). Uvazime-
li, ze VU a Vv jsou na e konstantni, dostaneme ¢ (AVU - Vv)

_ %pl(e) (VU - Vo) [Aj + At + An

= Xpl(e)VU - Vv = X° / VU - Vodx = X(5°) T KeU*,

kde X\® = (Aj + A + A\p)/3 a K€ je matice tuhosti elementu e uvedend v odstavci
4.3. Déle

det J,
If(wOv) = ’ecﬂ Z w0 Uy
r=j,k,m
0 0 U,
det J, Wi J
= ’66 |[Uj,vk,vm] 0 Wk 0 Uk

0 0 wnp Un

a; 0
Iq(OéUU) = qjk o Up = qjk[vj7vk] |: J :|
k

T:j’
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Vyslednd matice tuhosti K a vektor pravych stran F odpovidajici funkcionalu
B, (U,v) a pravé strané Ly (v) se sestavuji takto: Matice K a vektor F' se obsadi
nulami. Pak postupné prochazime vSechny elementy z 7 a hrany z I'y .

Uvazme element e s vrcholy q),q®), q™). Pro libovolny index r € {j, k, m}
postupujeme takto:

1. Jestlize q(") € fD’h, nedélame nic.

2. Jestlize (™ ¢ I'p p, pak ke slozce F, vektoru F pricteme | det J.|f/6 a pro
indexy s = j, k, m postupujeme takto:

2.1. Jestlize q*) € Tpp, pak Us = go(q'®) dle formulace (6) a tedy

Ak 0, Us = AkE 0,g0(q™)).

Prvek )\ekfsgo(q(s)) nepatii do matice K, ale odecte se od slozky F, vektoru F.
(Tato situace nevznikala v problému (3.8), nebot tam gy = 0 na I'p.)

2.2. Jestlize q(*) ¢ Tp o, pak k prvku K, piicteme \°k¢, a v pifpadé, Ze s = r
pricteme ke K, jesté ¢islo |det J.|w, /6.

Uvazme hranu ¢ s vrcholy q?, q®): Jestlize q¥) ¢ fD,h, pak cislo gjra;
pficteme ke Kj; a podobné pro q® ¢ fD,h pficteme gqjro ke Kyy. Jestlize
q € Iy, pak cislo gjrg1; pricteme k Fj kdyz j < M a qjrg1, pricteme k Fj
kdyz k < M.

Pro takto sestavenou matici K a vektor F opét plati identita 7' K U=4¢"F
pro véechna @ € RM pravé tehdy, kdyz KU = F. Matice K je opét symetrickd a
na zakladé predpokladu (3) se snadno vidi, ze

7 K7 > )\min/\VvHde.
Qp,

Tedy matice K je pozitivné definitni.
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8 Nestacionarni uloha vedeni tepla

Nyni se budeme zabyvat pfibliznym Fesenim nestacionarniho (¢asové zavislého)
zobecnéni dlohy (6.1) - (6.3). Predpokldddme tedy, ze nezndmd funkce u a dand
funkce f zavisi nejen na prostorovych proménnych x = (x1,x2), ale i na ¢asu t.
Budeme opét uvazovat okrajové podminky (6.2) a materidlové podminky (6.3).
V tomto piipadé je vsak podminky (6.2), (6.3) nutno doplnit o tzv. pocate¢ni
podminku, urcujici hodnoty hledané funkce u na za¢atku procesu. Jestlize proces
probihd v ¢asovém intervalu (0,7"), vznikne tato nestaciondrni iloha vedent tepla:

0
6—7: —div (AVu) 4+ wu = f pro vSechna x € Q, t € (0,7) (1)

s okrajovymi podminkamsi

0
u=gonalp a )\8—% +au =g; na 'y pro viechna t € (0,7) (2)
7
a s pocdtecéni podminkou
u(x,0) = u®(x) pro véechna x € Q. (3)

Déle predpokldddame platnost materidlovijch podminek (6.3).

Variaéni formulace: Pro kazdé t € (0,T) vynasobime obé strany (1) testovaci
funkei v € V', kde

V={ve H(Q);v=0naTp} a W={we H (Q);w=gonaTp},

integrujeme pies €2 a uzijeme Greenovy formule. Oznac¢ime-li skaldrni soucin

(f.9) = / F(x)g(x)dx pro f.g € La(),
Q

vznikne tdloha najit funkci u(x,t) takovou, ze v kazdém case t € (0,7")
ou
u=u(x,t) € W, Tk + B(u,v) = L(v) YveV (4)

a u(x,0) =u®(x) v Q.
Zde jsou B(u,v) a L(v) pro kazdé ¢t € (0,T") definovéna jako v (6.4).
Diskretizace v prostoru: Ulohu (4) budeme diskretizovat v prostorovych soufadnicich

stejné jako ve stacionarnim piipadé. Nyni jsou vSak hodnoty pfiblizného feSeni
U e W, v uzlech q¥) € Q) — Tp zévislé na casu, tj. U; = Uj(t) pro vsechna
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€ (0,7). To nic nemeéni na tom, ze funkciondly B(u,v) a L(v) budeme aproximo-
vat vyrazy By (U,v) a Lj(v), uvedenymi v (6.7). V (4) je vSak navic ¢len (Ou/0t, v).
Ten budeme aproximovat vyrazem

—fud Z / —uvdx.

Tyto integraly bychom mohli poc¢itat piresné, ale i zde uzijeme numerické integrace.
Pritom se pfesnost nezmensi a tzv. matice hmotnosti bude velmi jednoducha, totiz
diagonalni. Protoze

M
ou .
e O
j=1
tecka nad U znaéf derivaci dle ¢asu t, dostaneme pro element e = q/)q(*)q(™)
ou 1 i
I — 2l det J, NS
(875 > 6| eJ]TJZk:va

Koneénym vysledkem tedy bude
< > Zze (v) _GTHD, U=, U]
h

Diagonélni matice hmotnosti H vznikne takto: Diagondlu [hy,..., hys]" matice
H obsadime nulami a pak prochdzime vSechny elementy. Piispévek elementu e
vznikne tak, Ze piicteme |detJ,|/6 k prvku h, pro kazdy vrchol q(") elementu
e, ktery nelezi na I'p . Je zfejmé, ze vyslednd matice H md v hlavni diagondle
vesmés kladné prvky. Vysledkem tohoto procesu kondenzace je linearni soustava

HU + KU = F(t) (5)

M ODR 1. fadu pro neznamé funkce Uy (t), ..., Ups(t). Pocateéni podminky ziskame
diskretizacf podminky u(x,0) = u(? (x) jednoduse tak, Ze polozime

(o) =0, (6)
kde UJ(O) =u9(qW)) proj=1,..., M.

Rovnice (5), (6) tvoii poc¢dtecni tlohu pro soustavu ODR 1. fadu, ktera spliuje
Lipschitzovu podminku a je tedy jednoznaéné tesSitelna. Tento problém lze fesit
pouze numericky. Standardné se pouzivaji metody Eulerova, implicitni Eulerova
a Crank-Nicolsonova. Interval (0,7") rozdélime uzly to = 0 < t; < ... < tp =
T, polozime 6t, = ¢, — tn_1 pron = 1,...,P a misto vektoru lj(t) funkei
Ui(t),...,Un(t) hleddme soustavu vektorit U™ = U(t,) = [Ui(tn), ..., Uni(tn)]"
pro n = 0, ..., P. Samoziejmé, 7e vektor U(® je ddn pocateéni podminkou (6) a
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vektory U O P vypocitame jednou z nize uvedenych numerickych metod
a) - c):

a) Eulerova metoda:
H ([7(”) — (7("_1)) [0ty + KUY = F=1 o n=1,...,P.

Uvédomime-li si, Ze matice inverzni k diagondlni matici H je H~! = diag (hfl, cees h;}),
pak tato explicitni metoda pocita vektor hodnot

—

0 =00 4 6t, H KUY 4 5t, HLF D),
b) Implicitni Eulerova metoda:

H (U’(n) _ [j(n—l)> /6ty + KU™ = F™ pro n=1,...,P,

takze vypocet vektoru piibliznych hodnot vm spoc¢iva v feSeni systému linearnich
rovnic

(H + 6t K)\U™ = HU™V 4 ¢, F™)
Matice soustavy H + 6t, K je symetrickd pozitivné definitni.

¢) Crank-Nicolsonovo schema:

I ((j(n) _ [j(n—l)> ISty + LK (ﬁm—n n ﬁ(n)) _1 ( A1) ﬁ(n))
2 2
pron =1,..., P, takZe vypocet vektoru piibliznych hodnot Um spociva v feSeni
systému linearnich rovnic

(H + 53‘}() g = (H - 5?1{) gD 4 % (ﬂ”‘” + ﬁ<">) :
Zde je opét matice soustavy H + d0t, /2K symetrickd pozitivné definitni. Vime,
ze Crank-Nicolsonova metoda je fadu 2, zatimco metody a) a b) jsou Fadu 1, tj.
podstatné méné presné. Metoda a) mé vyhodu v tom, Ze pii vypoctu vektoru U
se nefesi systém rovnic. Je vSak konvergentni jen za ptredpokladu, ze dt, < 2/pu,
kde y je maximélni vlastn{ ¢islo matice H /2K H~1/2. Tato podminka je zpravidla
splnéna jen pro velmi malé kroky dt,,. Navic nalezeni ¢isla u je velmi slozité. Proto
se Eulerova metoda v této situaci prakticky nepouziva.

Pouzivaji se tedy metoda b) a podstatné presnéjsi metoda c). Velmi ¢asto jsou
pocatecni podminky (v ¢ase t = 0) v rozporu s okrajovymi podminkami piipadné
jsou v rozporu s tim, jak vypada feseni dané PDR. Pak je derivace du/0t velka a
v takovych situacich je vyhodné pouzivat malych ¢asovych krokua dt,, a implicitni
Eulerovy metody, ktera je stabilnéjsi, nez Crank-Nicolsonovo schema. Tedy na
zac¢atku procesu se voli éasové kroky malé a metoda b), postupné se ¢asové kroky
zvétsuji a v jistém okamziku se ptrejde na metodu c).
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9 Nestacionarni tloha konvekce-difiize

Seznamime se s metodou pro aproximaci feSeni nestacionarni rovinné tlohy konvekce-
difize pro nestlacitelné proudéni, vyuzivajici kombinace metody charakteristik s
MKP. Jde o ilohu

Ou/ot —div(A\Vu) +7-Vu=f v Qx(0,T) (1)
ulr, = g0, (AOu/0f+ au)|ry =g1 pro te€ (0,T) (2)
u(x,0) =u’(x) v Q (3)

Predpoklady:

a) Oblast Q je regularni, ¢asti I'p, I'; hranice 02 se v ¢ase neméni a v kazdém
okamziku t € (0, T lezi vSechny body hranice 02, jimiz latka vtéka do Q, v
I'p.

b) Funkce f i slozky vy, va vektorové funkce @ lezi v C(2) a go € C(T'p),
a,g1 € C(Ty) proviechnat € (0,T) aa = a(x) > 0a X = A(x) > \pin > 0.

V této klasické formulaci jsou pouzity standardni Fulerovy souradnice v tom
smyslu, ze prostorové souradnice x1, T9 a ¢asova souradnice t jsou vzajemneé nezivislé.
Formulaci tlohy zjednodusime obratem, typickym pro metodu charakteristik, vyuzivajicim
Lagrangeovych souradnic: Prostorové soutadnice x1(t),z2(t) bodu x(t) udévaji
polohu v ¢ase t té Céastice latky proudici rychlosti ¢, kterd se v daném case tg
nachézi v daném bodé x(0) = (mgo) , x§0)> . Tedy souradnice z1 (t), x2(t) jsou FeSenim
pocatecni ulohy

2y (t) = vi(x(t)
5 (t) = va(x(t)

Tyto Lagrangeovy souradnice je misto x(t) presnéjsi oznacovat X (X(O) , to; t). Uzitim
téchto soufadnic obdrzime

(4)

ou Ju(x(t),t)  ou(x(t),t) , ou(x(t),t) , du(x(t),t)
5 +7-Vu= 9t + Ay x(t) + R — xh(t) = —
a tedy rovnice (1) nabude tvaru
WD) iy (Wu(x(t). 1) = Fx(0).) (5)

Odvozeni variacni formulace: Pro v € C1(Q), v|r, = 0 plyne z (5) a (2) uzitim
Greenovych formuli pro vSechna t € (0,7):

du 0 ou 0 ou
<dt’v> / [awl ()\5561> + 37:172 <)\8m2)] vdx = (f,v)

Q
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(i) = [gges o |
< > {au—gl vds—l—!)\Vu Vvdx = (f).

Polozime-li V = {v € H(Q);v|r, =0} a
W = {w(x(®),t);w € H'(Q), wlr, = g0 ¥t € (0,T)},

pak wvariaéni formulace zni: Najdéte u € W tak, aby u(x,0) = u(9(x) v Q a

<(§: >+B(u v)=Lv)VveVaVvVte(0,T). (6)
Zde
B(u,v) /)\Vu Voudx + /auvds a
I'n
/fvdx—i—/gwds
'y

jsou funkcemi proménné t € (0,7).

Casovd diskretizace: Za tcelem ¢asové diskretizace zvolime celé kladné éislo
P a casovy krok 6t = T/P. Pak oznacime t; = i6t a G (x) = G(x,t;) pro
kazdou funkci G = G(x,t) a pro i = 0,...,P. Pro ¢asovou diskretizaci uzijeme
implicitni Eulerovy metody: Protoze funkce u(®(x) = u(x,0) je ddna pocatecni
podminkou (3), funkci u(*1(x) aproximujeme postupné pro i = 0,...,P — 1
pribliznym feSenim okrajové tlohy

ultD) (x) — u® (X0 (x)) i _
< 5t 7”> + BV, v) = L(v)

pro t = t;;1 a pro X (x) = X (x,t;41;t;). Tato tloha je ekvivalentn{ s tilohou

% /u(”l)vdx + B(uY v) = L(v) + % /u(i) (XD (x))vdx (7)
0 0
pro t= ti+1.

Prostorovd diskretizace: Stejné jako v odstavci 6.1 nahradime hranici 92 regulérni
oblasti ) polygonem 0f)p, ohranic¢ujicim polygondlni oblast €2, kterou pokryjeme
triangulaci 7 a postupné proi = 0, ..., P—1 nahradime tlohu (7) diskrétni ulohou:

Polozime
GO _ [u(o) <q<1)> u® (q(M)ﬂ T
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a postupné pro i =0, ..., P — 1 uréime vektor U+ fegenim systému rovnic

KO0+ = Ftn),

kde matice tuhosti K a vektor zatizeni EF(+1)

této diskretizace ulohy (7):

vzniknou procesem kondenzace z

1 . . .
dore ((%U““)v +AVU D w) + > I(aUy) =

ecT q€l'N R

= 30 (5 SO + 3 1)

eeT q€l'N R

Poznamka. Jestlize x € e = qU)q(*)q(™), pak

(@ (x @ _plle) . U(Z)(X(j)(q(;‘)))
I{(UY (X (x))v) = 3 [0, V6, ] | UD (XD ()
U@ (X(i) (q(m) ))

apror = j.k,m, q") = (", ¢5"”) je X (@) = X (4, tis154:) bod (a1 (t:), 22(t:))
hodnot Feseni z(t), x2(t) pocatecni tlohy

/ —
1 ro t € (¢,t; , .
xh(t) = va(x1(t), 22(t)) P ( +1) zo(tiv1) = qgr)
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10 Dalsi typy koneénych elementti
V kapitolach 4, 6, 7 a 8 jsme pracovali s linedrnimi Lagrangeovymsi trojihelnikovymi
elementy e,

- piifazenymi danému trojihelniku e = qVq@q®)

- s lokalnim prostorem zuzeni linedrnich polynomu p(x) = ag + a1x1 + aswe

na e a

- s parametry (stupni volnosti) py = p(qM), p2 = p(q?), p3 = p(q®), které
jednoznaéné urcuji polynom p z lokalniho prostoru.

Prirozenym ”rozsitenim” jsou kvadratické Lagrangeovy trojuhelnikové elementy
e, urcené

- trojihelnikem e = q(Vqq®),

- lokdlnim prostorem zuzeni kvadratickych polynomu p(x) = ap+aiz1+a2z2+
a3:1:% “+ aqx170 + a5x% na e a

- parametry (stupné volnosti) p; = p(q®¥)) proi=1,...,6, kde ¢, q®, q®

jsou postupné stiedy stran q(1)q®, q2)q3) a qB®)q®).

Ukédzeme, Ze Sesti hodnotami pi, ..., pg v uzlech g, ..., q® je kvadraticky
polynom uréen jednoznaéné. Protoze transformaci (4.6):

m=zi(6n) =a” + (a? —ai”) &+ (a” —at”) m

2= w2(6,m) = g5 + (¢ — qél) £+ qé)—qgl) n

prejde kvadraticky polynom proménnych x1, x5 na kvadraticky polynom proménnych
&,m a naopak, staci toto tvrzeni dokazat pro referenéni element € v roviné &, n
Udly 4V = (0,0), 4 = (1,0), 4® = (0,1), 49 = (1/2,0), 47 = (1/2,0) a
4% = (0,1/2) jednotkového trojihelnika a polynomy

NP = (1—2a—2p)(1—¢—n)
NP = (26 -1)¢

NP = (2n-1)p
NP = 41 —¢ -
N = agn

N = 4 —c—np

maji tuto vlastnost: N(Z)(q( N =1a N( )( @)) = 0 pro vsechna i # j, j,i =
1,...,6. Potom polynom

6
=S " piNP ) 9)
j=1
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je evidentné kvadraticky a p(q7)) = pj proj=1,...,6.

Obricené ukdzeme, ze kazdy kvadraticky polynom G(¢,7) s vlastnosti (")) =
p; je roven polynomu p: Polynom @ = p— ¢ je kvadraticky a je rovny nule v bodech
q®, ..., q®. Oznaéme

& = ag + ar1€ + asn + az€® + asén + asn’.

Jelikoz @(&,0) = ag + a1 + azé? = 0 pro € = 0,1/2,1, je nutné ag = a; = ag = 0.
Podobné polynom &(0,1) = asn + asn? je roven nule pro n = 0,1/2,1 a tedy
azy = as = 0. Konecné z identity @(1/2,1/2) = a4/4 = 0 plyne a4 = 0. Tedy
polynomy p a ¢ jsou totozné.

Ovéiime jesté, ze pro dva elementy e a € se spole¢nou stranou ¢ a pro libovolné
kvadratické polynomy p a p, uré¢ené hodnotami v uzlech elementu e a € platip =p
na ¢, takze funkce v(x), definovand na e Ue predpisem v =p na e a v =P na € je
spojitd na e Ue: Rozdil p —p je na strané ¢q kvadraticky polynom jedné proménné,
ktery je roven nule ve tfech bodech. Potom vsak p —p =0 a tedy p = D na q.

Ptedpokladejme, ze hranice 02 regularni oblasti {2 je polygon a zvolme na 2
triangulaci 7. Kazdy element bude nyn{ mit 6 uzli. Jako v odstavci 4.1 ozna¢ime
Zy, prostor po castech kvadratickych funkci, tj. prostor funkci, spojitych na €,
které jsou kvadratickymi polynomy na kazdém trojihelniku z 7. Déle oznacime
Vi, = {v € Zy;v = 0 na I'p} prostor testovacich funkef a Wy, = {w € Zp;w =
go,n Na T'p}, mé-li Dirichletova podminka tvar u = go na I'p. Prvni parcidln{
derivace funkci z prostoru Zp jsou spojité na kazdém elementu (jsou to linedrni
polynomy), ale nejsou spojité globalneé.

Pii pouziti kvadratickych elementtu pro feseni tlohy (6.1) - (6.3) postupujeme
stejné jako pii popsaném pouziti linedrnich elementt. Jediny rozdil je v tom, ze
misto numerické integraéni formule (4.11) musime pro integraci pfes trojihelniky
pouzit pfesnéjsi formule

[ adx= 0 g1+ 95+ gl (10)
T

kde g4, g5, g6 jsou hodnoty integrandu g(x) ve sttedech stran trojihelnika 7'

K vypoctu kiivkovych integralt pres strany hranice 9§y, uzijeme jednoduchého
Simpsonova pravidla. Matice tuhosti K je opét tidka a pozitivné definitni. Pii
feSeni nestaciondrni tlohy (7.1) - (7.3) neni matice hmotnosti M diagonalni, ale je
fidk4 a pozitivné definitni. Pouziti kvadratickych elementt vede na fadoveé presnéjsi
aproximaci feSeni, je-li oblast €2 polygondlni.
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q®
qV)

Obrézek 8

Pro obecnou regularni oblast {2 znehodnocuje chyba aproximace hranice 0f2
polygonem 0€), vysoky fad chyby aproximace po ¢astech kvadratickou funkci.
Viz Obr. 8. Resenfm je aproximace oblouku hranice 99 mezi body q( ) aq® z
Obr. 8 stranou ”kfivocarého trojihelnika”, ktery je obrazem strany ¢(2)q®) pii
transformaci

6
T le(ﬁ,n)zzqy)l\ff), T2 Z g5 NJ (11)

kde g, q® jsou stiedy tsecek gVq?2, gB®gm a q® volime tak, aby oblouk

v =21(6,1—6) = ¢ NP (6,1 - ) + PN
g5 N

A (1= +a NP (€1 -9
22 = 23(6,1— €) = ¢V NP (6,1 - €) + )

€1-6)+aP NP (e 1-¢)

0 < ¢ < 1, prochazejici body q?,q®,q® byl dobrou aproximaci oblouku 0f2
mezi q@ a q®. Nutnou podminkou pro pouzitelnost tohoto ”izoparametrického
kvadratického elementu” je, aby Jacobidan uvedené transformace byl rizny od nuly.
Ta je splnéna vzdy, kdyz vrchol q® lezi mezi polopfimkami p a v z Obr. 8. Pii
vhodné volbé polohy bodu q® na, pifpadné blizko hranice dQ umoziuje tato
technika dosahnout fadoveé stejné presné aproximace feseni jako uziti kvadratickych
elementii na polygonélni oblasti.

Testovaci funkce jsou na izoparametrickém elementu definovany stejné, jako
na elementu trojuhelnikovém:

6
v(x) = 8(E(x),n(x)), 9(En) = v N () (12)
j=1

Tento typ konetného prvku se nazyvéa Lagrangeuv kvadraticky isoparametricky el-
ement. Poznamenejme, ze zde jsou tvarové funkce jisté obecné iracionalni funkce,
jejichz explicitni popis neni znam. Nejsme totiz schopni vyjadiit funkce £(x) a n(x)
formuli. To v8ak neni tfeba, protoze vSechny vypoéty se provadi na referencnim
elementu €. Pro vypocty integralu se uzivd formule (10) a pro kiivkové integrély
jednoducha Simpsonova formule.
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V dimenzi 2 je uziti linedrnich a kfivych isoparametrickych elementu postacujici.
Existuji i ¢tyiihelnikové isoparametrické elementy, které jsou stejné dobie pouzitelné
v dimenzi 2 a navic maji velmi uzitetné rozsifeni do dimenze 3, na rozdil od ele-
mentu trojuhelnikovych.

Seznamime se strucéné se dvéma typy ctyiihelnikovych elementu.

Uvazujme ¢tyiihelnik s vrcholy qi,...,qq. Je-li tento ¢tyiuhelnik konvexni,
pak je transformaci tvaru

4 4

r=x(&n) =Y ;N n), y=y&n) =D yN;(En), (13)

j=1 j=1

kde
Ni=(1-8dA=n)/4 No=(1+E)(1—n)/4
Ny= (141 +n)/4 Nyo=(1-&(1+n)/4

navzajem jednoznacné zobrazen na referencni element é, coz je ¢tverec v roviné
&,m s vrcholy Ry = [-1,—1], Re = [1,—1], R3 = [1,1], R4 = [—1,1]. Jakobian
tohoto zobrazeni je nenulovy. Vsimnéte si, Ze funkce N; jsou bilinedrni polynomy.
Testovaci funkce jsou definovany analogicky jako v (27) nebo (51)

4
0(x) = B(E(), n(x)), B(&m) =D viN;(& ). (14)

Aby aproximace byla invertibilni, musi byt ¢tyiihelnik qiq2q3qs konvexni a jeho
vnitini dhly by nemély byt blizké 0 nebo . VSechny integrdly na é pocitame
Gaussovou 2 x 2 bodovou kvadraturni formuli

1 1
/ / G(&,m)dedn = C(=a, —a) + Cla, —a) + Clay a) + G(—ava)  (15)
S14

pro a = 1/3/3. Kiivkové integraly pocitdme lichobéznikovou formuli.

Uvazme nyni v roviné x, y osm bodu qu, . . -, 94,95, - - - , s takovych, ze q1,...,qq
tvoii ¢tyfuhelnik a body qs,...,qs lezi pobliz stfedu stran tohoto Ctyiihelnika.
Misto transformace (56) uvazme

8 8
r=aEn) =Y N, y=yEn =S yN?, (16)
j=1 j=1
kde
NP = -9 - (—E-n-1)/4
NP = (4O —mE—n—1)/4
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NP = (1O +)E+n—1)/4

NP = -+ (—E+n—1)/4

NP = (1-)1 )2 (17)
N = 1o -nd)/2

NP = (1-) (1402

N = (1-6(1-n)

K7ivé ¢tyiuhlelnikové elementy sestrojime analogicky jako v ptipadé kiivych trojihelnikovych
elementi. VSechny integraly na é se pocitaji kvadraturni Gaussovou 3 x 3 bodovou
formuli a ki¥ivkové integraly se pocitaji jednoduchou Simpsonovou formuli.
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11 Alternativni pristupy

Dosud jsme se v nasich uvahach zabyvali témér vyhradné numerickym fresenim
okrajovych a pocatecénich tloh pro parcidlni diferencidlni rovnice Galerkinovou
metodou se specidlni volbou testovacich funkci, Siroké verejnosti zndmou jako
metoda koneénych prvku (anglicky Finite Element Method). Tato metoda se od
jez dokumentuje [10], v obou piipadech spjatych s vyzkumem na VUT v Brneé,
roz§itila celosvétoveé, potlac¢ivsi dosud pouzivané vypoctové pristupy zalozené na
numerickém derivovani diferencidlnich formulaci tychz tloh, znamé jako metoda
siti ¢i metoda konecnych diferenci (anglicky Finite Difference Method), takze dnes
je zékladnim vypoétovym néstrojem komerénich programovych systému, jakymi
jsou napt. ANSYS (pro feseni rozsahlé tfidy iloh mechaniky kontinua), ABAQUS
(akcentujici strukturu materidlu a mechaniku poruseni), ATHENA (specializovy
na betonové a sprazené konstrukce) ¢i COMSOL (vznikly v prosttedi MATLABu a
vhodny pro vyvoj puvodniho specializovaného softwaru). Na zavér se nicméné po-
kusime na jednoduché modelové 1loze shrnout dosavadni pfistupy a poukéazat i na
nékteré jejich alternativy, vesmés s pomoci odkazu na doporuéenou literaturu, z niz
cast vyzaduje hlubsi studium matematickych zaklada piislusnych algoritmu, nez
muze nabidnout tento studijni text. Vedle pokroku v matematice, fyzice i tech-
nickych védach vcéetné stavebniho inzenyrstvi nicméné piispiva k jeho rychlému
zastaravani a k nutnosti budoucich revizi i vyvoj v oblasti poc¢itacového hardwaru
i softwaru, mj. rozsifujici se moznosti rozsahlych paralelizovatelnych vypoctu.

11.1 Modelova uloha

V souladu s oznacenim predchéazejicich kapitol hledejme v libovolném case t feSeni
modelové (obecné nestacionarni) tlohy

Ou/ot—V-g=f naQ, (1)

ktera z fyzikalniho pohledu reprezentuje zakon zachovani jisté skalarni veli¢iny u
na oblasti v trojrozmérném euklidovském prostoru R? pro pifslusny tok g =
(91,92, 93), zavisly na skalarni veli¢iné u podle linedrniho konstitutivniho vztahu

g=aVu na (), (2)

kde a(x) je kladnd omezena materidlova charakteristika na € a f reprezentuje obje-
movy zdroj pro veli¢inu u na €2; obecné f i u jsou skaldrnimi funkcemi prostorovych
kartézskych soufadnic x = (z1, 22, 23) 1 ¢asu t. Vsimnéme si, ze zatimco Hamil-
tonuv operator V. = (0/0z1,0/0x2,0/0x3) v (1) oznacuje gradient skaldrniho
pole, operdtor V- (se znaménkem skaldrniho soucinu v R?) v (2) oznacuje diver-
genci vektorového pole; specialné tak muzeme zapsat mj. znamy Laplacuv operdtor
A = 9?9023 + 0% /03 + 02 /023 struéné jako A =V - V.
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Z rovnic typu (1) vychazeji zédkladni principy klasické termomechaniky, po-
drobné prezentované v [5], str.9. V Boltzmannové pojeti je pro skaldrni veliciny,
jimiz jsou:

i) hustota materidlu (v pevném, kapalném ¢i plynném skupenstvi) pro tzv. princip
zachovani hmotnosti,

ii) 3 slozky rychlosti pohybu, zpravidla vztazené k vychozi geometrické konfig-
uraci, pro tzv. princip zachovani hybnosti a

iii) celkova energie (¢i specidlné entalpie) pro tzv. princip zachovani energie,

tfeba doplnit prevazné empirické (experimentdlné popsané) konstitutivni vztahy
piipadé kontiunua Cosseratovych, kde se v kazdém bodé mimo 3 slozek posunuti
(a nésledné jejich rychlosti) uvazuji i 3 nezavislé slozky pootoceni, se v ii) rozlisuje
navic tzv. linearni a tthlova hybnost.

Obecné vede kompletni formulace i), ii), iii) k dosti rozsahlym soustavam
parcidlnich diferencidlnich rovnic, jimiz se zde nebudeme zabyvat. Pomérné jednoduchy
priklad proudéni vzduchu v mistnosti vyvolaného tepelnymi toky je podrobné ana-
lyzovan v [7]. Sestavé-li material z vice slozek, pFipadné muze dochézet ke zméndm
jeho skupenstvi ¢i jinym fazovym transformacim (jmenovité v ranych stadiich for-
movani struktury betonu, ptipadné pii zpracovani kovovych materialt za vysokych
teplot) pocet rovnic i (mnohdy problematicky kalibrovatelnych) konstitutivnich
vztaht narustd — napi. v [16] je jich zapotiebi 20.

Pri studiu nestacionarni ilohy konvekce - diftize jsme se seznamili v souvislosti s
metodou charakteristik s Eulerovymi a Lagrangovymi soufadnicemi. Oba zminéné
pristupy jsou pouzitelné i ve formulaci i), ii), iii); nékteré moderni vypoctové algo-
ritmy navic vyuzivaji i jejich vhodné kombinace, oznacované anglicky jako Arbitary
Lagrangian - Eulerian (¢esky ekvivalent neni dosud bézny); podrobnosti lze najit v
[2].

Modelova tloha (1) a (2) muze pochdzet z ruzné fyzikdlné formulovanych
uloh: muze napf.jit o vedeni tepla (bez jinych fyzikélnich vlivi), pficemz 2 vy-
jadtuje tzv. Fouriertiv zakon, piipadné o Sifeni vlhkosti ¢i jiné kontaminujici latky
pérovitym prostiedim, pficemz 2 vyjadifuje tzv.Fickuv zdkon. Z (1) a (2) lze
nicméné snadno vyloucit g s vysledkem

ou/ot —V - (aVu) = f na Q. (3)

Pro vhodnou testovaci funkci v definovanou na 2 pak muzeme tento vysledek
formalné prepsat do integralniho tvaru

<’U, au/at> - <U7 V- ((IVU)> = <Uv f> ) (4)
nasledné po integraci per partes do tvaru

(v,0u/0t) + (Vv,aVu) = (v, f) + (v, (aVu) - n),, (5)
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ptfipadné jesté po druhé integraci per partes do tvaru
(v,0u/oty — (V - (aVv),u) = (v, f) + (v, (aVu) -n), — ((aVv) - n,u),, (6)

kde (., .) oznacuje (v ndvaznosti na predchozi tivahy) objemovy integral ze sou¢inu
prislusnych 2 skaldrnich funkci ptes €2, stejné jako objemovy integrél ze skalarniho
souéinu piislusnych 2 vektorovych funkei pies €2, zatimco (., .). méd vyznam plosného
integralu ze soucinu piislusnych 2 skaldrnich funkei pfes hranici 02 oblasti Q v
R3; pro jeho vyé¢isleni potiebujeme znét jednotkovy vektor vnéjsi normély n =
(n1,n2,n3), jehoz viechny slozky jsou funkcme x. Velmi detailné se takovymi in-
tegraly i prislusnymi vétami o integraci per partes zabyva [18].

Chceme-li dostat jednozna¢né feseni (1) s (2), pfipadné (3), (4), (5) nebo (6),
potifebujeme jesté znat vhodné okrajové a pocatecni podminky. Pro jednoduchost
se omezime na pocatecni podminku

u(.,0) =up na 9N, (7)
Dirichletovu okrajovou podminku
U =1us, naoO (8)
a Neumannovu okrajovou podminku
g-v=g, nal, 9)

kde ug je znama funkce z a uy a g, jsou znamé funkce z i ¢, pricemz pro ¢t = 0
na © splyvé (ve smyslu stop) us s ug. Nové zde vystupuji rovnéz disjuktni édsti
hranice Q2 oznacené O a I'; predpokladejme 92 = © UT a oznaéme jesté (pro
dalsi vyuziti, v zdjmu strucnosti zépisu) (.,.)e namisto (., .)., itegrujeme-li pouze
pres O, a (., .)r namisto (.,.),, itegrujeme-li pouze ptes I'.

11.2 Metoda koneénych prvkua

Metoda koneénych prvku, jak jsme ji poznali v predchédzejicich kapitoldch tohoto
textu, se primarné zabyva numerickym feSenim staciondrnich iloh; pro nesta-
cionarni udlohy je ji vzdy nutno vhodné kombinovat s dalsimi metodami. Pro
jednoduchost se nejprve soustfed me na staciondrni tlohu, tj./,v (1), (2) i (3) na
pripad, kdy f ani u nezavisi na t, a prvni aditivni ¢len v (1) a (3) je tedy roven
nule, a soucasné v (8) a (9) u, ani g, nezavisi na ¢; po¢ateéni podminka (7) je tak
nadbytecnd a nepouzitelnd. Dosadime-li (9) do (5), obdrzime

(Vuv,aVu) = (v, f) + (v, g«)r + (v, (aVu) -n)g . (10)

Neptijemného posledniho aditivniho ¢lenu se zbavime vhodnou volbou testovacich
funkei v jako libovolnych funkci z prostoru

V={ve H(Q): v=0na0}. (11)
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Pro jednoduchost predpokladejme, ze oblast 2 je reguldrni, f € La(Q2), g« € Lao(T)
a Uy lze rozsiiit z © na Q tak, aby u, € H'(Q2) a na © splyvalo s pivodnim u, ve
smyslu stop. Zbyva tak najit « = v — u, € V vyhovujici rovnici

(Vv,aVauy = F(v), (12)
kde F' je linedrni zobrazeni V do R zavedené piedpisem
F(v) = (v, f) + (v, g«)r + (Vv,aVuy) . (13)

Ponévadz v literatufe je pro zobrazeni normovanych prostoru do R obvykle vyhrazen
nazev funkciondl, muzeme hovofit o F jako o linedrnim funkciondlu na V; je-
li specidlné takovym normovanym prostorem R™ pro n € {1,2,3,...}, mluvi se
o (redlné) funkci n (redlnych) proménnych. V [13] se velmi obsirné a s ¢etnymi
priklady dokazuje, ze uloha (12) mé za pfedpokladu nenulové miry © na 0f2 préve
jedno feSeni. Zakladni myslenku predstavuje pouziti Rieszovy véty o reprezentaci:
kazdy linedrni funkciondl na V, a tedy i F' z (13), lze podle ni jednoznaéné
vyjadrit ve tvaru skalarniho souéinu prvku v s jistym jednoznac¢né uréenym prvkem
w v prostoru V. Zbyvé tedy ovérit, ze (Vuv,aVw) mé vlastnosti alternativniho
skalarniho sou¢inu v prostoru V, k ¢emuz se pouziva tzv. Friedrichsova nerovnost
(a v obmeénach naseho modelového piikladu Poincarého ¢i Kornova nerovnost);
pro podrobnéjsi vysvétleni zde musime odkédzat na [13] a [18].

Poznamanejme jesté, ze rovnice (12) je vhodnd pro teoretickou analyzu, zatimco
v softwarovych realizacich se Castéji pouziva jeji modifikace

(Vo,aVu) = (v, f) + (v, gu)r - (14)

Ziejmou prednosti (14) je, Ze neni tFeba numericky umeéle konstruovat rozsitent w.
z © na Q. Reseni (14) je v8ak tifeba hledat na mnoziné

U={ve H(Q): v=1v, a0}, (15)

zatimco i v (14) se (stejné jako v (12) pracuje s libovolnym v € V.

V praktickych vypoctech zpravidla nepracujeme s nekoneénérozmérnym pro-
storem V' z definice (11), ale s jistym prostorem V;,, koneéné dimenze n, jenz je
vhodné uvazovat jako podprostor V; piipady, kdy to neni (pfinejmensim ptesné)
mozné, napf. pii aproximaci nekonvexnich oblasti v R3 sosutavami koneénych prvki
v podobé ¢tyfsténu, a odhady vzniklych chyb se jako tzv. variaénimi zlo¢iny (an-
glicky wariational crimes) dukladné zabyvé [18]. Namisto @ € V hleddme takové
Uy, € Vy, aby rovnice

(Voy, aViy,) = F(uvy,) (16)

byla splnéna pro jakékoliv v, € V. Je-li {¢1,...,dn} baze V,,, muzeme vyjadiit
Up = €101 + ... + cpdn S nezndmymi redlnymi souciniteli ¢y, ..., c,, coz formélné
(v tzv. Einsteinové scitaci konvenci, podle niz se s¢itd pfes opakované indexy v
souc¢inech) zapiSeme strucéné jako u, = ¢;¢; pro séitaci index i € {1,...,n}; stejné
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oznaceni budeme pouzivat i naddle. Zvolime-li libovolny index j € {1,...,n} a
vp = ¢4, dostaneme z rovnice (16) soustavu linedrnich algebraickych rovnic

(ngbj, aV¢i>ci = F(¢]) . (17)

Prvni podminky pro konvergenci posloupnosti prvka u, € V,, z (16) pro n — oo
(pro linearni funkce ¢; na polygonélni oblasti 2 v R? vyskladévané z trojihelniki,
vy, je tedy linearni lagrangovsky splajn a c¢; lze ztotoznit s hodnotami u,, ve vrc-
holech trojihelniku) k w z (12) v prostoru V pochézeji z [17]; o jejich zobecnéni
v mnoha smérech existuje obsdhld literatura, jejiz prehled 1ze nalézt v [3]. Obecné je
prednosti metody koneénych prvkiu, ze s pomérné jednoduchymi bazemi {¢1, ..., ¢}
generuje soustavy linedrnich algebraickych rovnic typu (17) s fidkymi maticemi
soustav, pro néz jsou k dispozici rychlé a robustni algoritmy FeSeni; pro vy¢isleni
pravych stran byva pritom nezbytné numerické integrovani.

11.3 Ritzova- Galerkinova metoda

Stacionarni tlohy v inzenyrskych aplikacich byvaji c¢asto formulovany v podobé
pozadavku minimalizace potencidlni energie na vhodném prostoru (piipadné jen
jisté mnoziné) piipustnych funkei. Pro nasi modelovou ilohu povazujme za takovy
prostor V', potencidlni energii vyjadreme pro libovolné w € V pomoci funkcionalu

Gw) = %(Vw, AV — F(w) (18)

a hledejme minimum G. Studium staciondrnich prvki funkcionalt a charakteru
jejich extrému se zabyvé tzv. varia¢ni pocet, s jehoz zéklady se lze sezndmit v [6];
dlouhy vyklad [13] se omezuje pouze na linedrni a kvadratické funkciondly a jen
velmi okrajové se (na rozdil od [10]) zabyva metodou kone¢nych prvku a num-
erickymi vypocty. Obdobné jako u funkce koneé¢ného po¢tu proménnych je pro
jakykoliv funkciondl G definovany na V uziteéné studovat (s pomoci reilného
parametru 7) jeho diferencidl

DG(w,v) = (ia(w + m)> (r = 0) (19)

v libovolném sméru v € V; specidlné pro staciondrni prvek w musi byt vzdy
DG(w,v) = 0. Pro na§ konkrétni funkcional G z (18) je pak v (19) zfejmé w = 4,
a tedy

DG(a,v) = (Vv,aVa) — F(v) =0. (20)

Obdobnym zpusobem lze urcit i druhy diferencial
D?G(it,v,v) = (Vv,aVd) > 0. (21)

Z nerovnosti (21) lze pak vyvodit, ze staciondrni prvek @ funkciondlu G z (18),
vypocteny z (19), realizuje minimum G na V.
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Postup zalozeny na minimalizaci funkcionalu G z (18) kde se namisto prostoru
V uvazuje opét jeho koneénérozmérnd alternativa V,,, je (z historickych duvodu)
znam jako Ritzova metoda, zatimco postup vychazejici z (12) byva oznacovéan jako
Galerkinova metoda. Ponévadz vsak (20) generuje podminku (12), oba postupy
ziejmeé splyvaji, a lze tak hovofit o jediné Ritzové- Galerkinové metodé. To vsak
uz neplati u nestaciondrni ilohy, kde nemame k dispozici zadny vhodny funkcional
obdobny G, zatimco doplnéni (12) o evoluéni ¢leny, pochézejici z prvniho ¢lenu (5),
prinasi jen nevelké technické problémy; zde se skutecné projevuje vétsi obecnost
Galerkinovy metody.

Principidlné se Ritzova- Galerkinova metoda lis{ od metody koneénych prvki
jediné tim, ze apriorné nepfedpoklada konstrukci specialnich bazovych funkci na
predem definovanych a postupné zjemnovanych sitich, jak jsme ji poznali v pFedchozich
kapitolach, a tak obecné nevede k fidkym maticim soustavy v (17). Pro libovolnou
bazi v V,, 1ze sice teoreticky konstruovat ekvivalentni bazi, ktera je dokonce orto-
gonalni v V,, (pfislusnd matice soustavy by pak byla dokonce diagonalni), zndmé
algoritmy pro tuto konstrukci jsou vSak komplikované a dosti pomalé. Navzdory
snaham o vyuziti napi. Fourierovych fad a jejich zobecnéni podle [1], dosud v prak-
tickych vypoctech ptrevazuji klasické konecné prvky s lokalnimi polynomickymi
bézemi.

Obsahuje-li modelova iloha néjaké nelinearity, napi. v (2) je soucinitel a zavisly
na u (coz byva bézné mj. pii studiu kapildrniho pfenosu kapalné vlhkosti), celd teo-
retickd analyza se vyrazné komplikuje a pro praktické vypocty dostavame namisto
soustav linedrnich algebraickych rovnic (17) nelinedrni soustavy, jez je nutno fesit
iteraénimi piistupy. V téchto piipadech je zapotiebi studovat jak klasické varia¢ni
typicky pochéazejicich z termomechanickych principu i), ii), iii), jmenovité u Navi-
erovych - Stokesovych rovnic proudéni tekutin, stejné jako u Maxwellovych rovnic
elektromagnetického pole, vSak dosud nejsou k dispozici ani formdlni dukazy ex-
istence TeSeni, tim méné pak kvality konvergence vypoctovych algoritmu, dokonce
ani téch, jez jsou jiz dnes soucdsti komercnich softwarovych nastroju.

11.4 Metoda okrajovych prvki

Pro fadu technicky vyznamnych staciondrnich tloh jsou znama obecné feseni ob-
dobnych tloh, kterd vsak zpravidla nevyhovuji potfebnym okrajovym podminkam.
Pravdépodobné nejcitovanéjsi vyjimkou je feSeni rovnic homogenniho a izotropni-
ho linedrné pruzného poloprostoru zatizeného osamélym bfemenem; zde je vSak
k dispozici ptimo explicitni analyticky vypoctovy vzorec, a numerickou analyzou
se tak vubec nemusime zabyvat. V ostatnich pfipadech vSak muze byt znalost
obecnych feseni G¢innym nastrojem pro vyvoj rychlejsich vypoctovych algoritmu,
nez jaké nabizi metoda koneénych prvki. Vysledny postup je zndm jako metoda
okrajovych prvku (anglicky Boundary Element Method).

Obdobnym zpusobem jako pii upravé (5) dostaneme z (6) ve stacionarnim
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pripadé

_<v ' (CLVU), U,> = <1), f> (22)
+(v, (aVu) -n)r + (v, gx)o — ((aVv) - n,u)r — ((aVv) - n,us)e,
pricemz za testovaci funkci v muzeme pro libovolny bod x € 2 volit obecné feSeni

rovnice

V- (aVu(x,y)) +d(x,y) =0, (23)

kde 0(x,y) oznacuje tzv. Diracovu distribuci, idealizujici i¢inek jednotkového zatizeni
pusobiciho v jediném bodé y = (y1,y2, y3). Zejména pro konstantni a = 1 je zndmo

1
2mr2’

o(%y) =~ Vo(xy) n= r=Vx—y) -y  (24)

27r

odvozeni téchto vztaht je provedeno v [4], str.43.
Zvolme nyni ¢; = v(.,y;) pro soustavu bodu y; na 99 a hledejme v diskrétni
varianté rovnice (22) namisto u pouze u, = ¢;¢; (pouzivajice opét, obdobneé jako u

metody kone¢nych prvku, indexy i,j € {1,...,n} a Einsteinovo séitaci pravidlo).
Dostaneme tak
(6(.,y5), di)ei = (b5, f) (25)

+(dj, (aV ;) - m)re; + (¢5,v)e9x — ((aV;) - 1, di)re; — (aVe)) - n,ux)e -

Limitnim pfechodem podle [4], str. 45, navic vychdzi, Ze levou stranu (25) lze zap-
sat jako k¢jc;, kde se vyjimecné nescitd pfes index j, pficemz k = 1/2 pro y;
v regularnich bodech hranice 052, tj.takovych, kde je spojity prubéh n; v os-
tatnich pfipadech (v singuldrnich bodech a na hrandch) lze hodnoty x € (0,1)
odvodit (na zdkladé véty o stfedni hodnoté integrélu) postupem naznacenym v [4],
str. 45. Dostavame tak opét soustavu linearnich algebraickych rovnic, jen formélné
C1,--.,Cy se vztahuji jen k hranici 02, zatimco u metody koneénych prvki, stejné
jako u obecné Ritzovy - Galerkinovy metody, k celé oblasti €2. Nevyhodou zustava
nutnost znalosti obecného feseni dlohy a povinnost (vétsinou numerické) integrace
po kiivych plochach © a I'.

11.5 Metoda koneénych objemu

Mnohokrét kritizovanou nezadouci vlastnosti metody koneénych prvku je, ze feSeni
U, rovnice typu (16) nespliuje puvodni fyzikalni podminky (rovnice rovnovahy,
principy zachovéni apod.) dostateéné presné a v transparentnim smyslu, pouze
prostfednictvim feSeni u rovnice typu (12) a konvergence u,, k u pro n — oo v
Sobolevové prostoru H!(Q2). Zvolime-li vak specidlné v = 1 v (10), dostaneme

_<17 (avu) ’ n>® - <17 f) + <1vg*>Fa (26)
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obecné vsak neplati v € V. Namisto v = 1 v (26) muzeme nicméné volit pos-
tupné v = x(Q), kde x(.) oznacuje charakteristickou funkci piislusné mnoziny
(nabyvajici hodnoty 1 pro x patiici do mnoziny, 0 jinak) a Q pro k € {1,...,m},
kde m je pocet uvedenych mmnozin, jsou disjunktni podoblasti €2, uzavér jejichz
sjednocen{ v R? (tedy mnozina vsech bodi, které patif nékteré z oblasti {2, nebo
jeji hranici Q) je roven uzavéru oblasti Q v R3. Z této myslenky vychdzi metoda
koneénych objemu (anglicky Finite Volume Method).

Oznacime-li indexem k integral ptes € namisto pies {2 (bez indexu), indexem
OF integral pres 02, U O, indexem I'k integral pres 02, UT" a konecéné indexem kl
integral pres 00 U0 pro libovolny z indexu I € {1, ...,m} odkazujici na sousedn{
podoblast k Q. (tj. takovou, ze prunik hranic 9 a 9€; je nenulové miry), namisto
(26) obdrzime

—(1,(aVu) - n)er = (1, Nk + (L gk + Y (L, Q)u, (27)
A

kde N znamena mnozinu v8ech sousednich podoblasti k €2, a qx; jsou tzv. numeric-
ké toky, obecné zavislé na poloze x € 02 U 082, které zpravidla pfedem nezname.
Jednotkovy vektor normaly n se zde zavadi i na € U0CY;; namisto vnéjsi normaly
je vSak tieba pracovat s normélou smluvené (a dusledné dodrzované) orientace.
Pocet m, vSech moznych dvojic indexu k,l v (27) muze byt na prvni pohled
az m(m — 1)/1, ve skutecnosti vSak byva podstatné mensi, zejména v piipadé
promysleného rozkladu €2 na podoblasti; obecné nicméné jde o netrividlni tlohu z
teorie grafu.

Dosadime-li jako v metodé kone¢nych prvku do (26) namisto u pouze u, =
ci¢di € V,, a povazujeme-li (pro dostatecné malé podoblasti Q1,...,Qy,) qrl za
konstanty, dostaneme

—(1,(aVei) - morc; = (L, i+ (L gare + Y Arigrr, (28)
A

kde Ay je obsah 09 U 0€;. Soustava (28) tak obsahuje n rovnic o n + m.
neznamych. Zbyvajicich m, rovnic dostaneme z podminek zachovani numerického
toku mezi jednotlivymi podoblastmi

=(1,aVe;) - ) = Apiqr (29)

pricemz znaménko na levé strané zavisi na smluvené orientaci normaly.

Pro stacionarni tlohy se préce se soustavou (28) a (29), jez obsahuje n + m,
rovnic oproti n rovnicim soustavy (17), nezdd byt piflis vyhodna. Casto se s
metodou konecnych objemu kombinuje metoda koneénych prvka, pripadné se
aspon vyuzivaji nékteré jeji technické kroky (jako v nasi modelové iloze). Metoda
kone¢énych prvkia a metoda koneénych objemu vsak pracuji s odlisnymi rozklady
Q; nejjednodussi vysvétleni se obvykle poddvé u dvourozmérné polygonélni oblasti
Q, ktera se rozlozi na trojihelnikové konecné prvky a linedrnimi lagrangovskymi
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splajny (coz je tzv.primarni rozklad), zatimco konecné objemy (zde vlastné ob-
sahy) v podobé nasich podoblasti Q. (tvorici tzv. sekundarni rozklad) se konstruuji
podle nésledujiciho algoritmu:

i) postupné se prochézeji vSechny uzly (vrcholy) primarniho rozkladu,

ii) k vybranému uzlu se najdou vSechny patfiéné prvky (trojuhelniky) primarniho
rozkladu,

iii) spojenim vsech tézist navzajem sousednich prvki (trojihelniki) podle ii)
vznikne vzdy hranice jednoho prvku (polygonu) sekunddrniho rozkladu.

Kazdy prvek sekundarniho rozkladu je tak nakonec vazén na uzel primarniho rozk-
ladu. Zobecnéni tohoto algoritmu (v principu stejného, jen se slozitéjsimi formu-
lacemi 1), ii) a iii)) pro trojrozmérny piipad (s ¢tyfstény, polyedry atd.) poneché-
vame peclivému ¢tendii.

v [5], str. 71. Piinos metody kone¢nych objemu se projevuje zejména u iloh proudéni
tekutin, dokonce i u téch, kde teorie fesitelnosti neni dosud uzaviena, diky specidlnim
typum interpolace pro numerické toky podle [5], str. 76. Jmenovité algoritmy obou
dalsich metod, jimiz se jesté budeme zabyvat, 1ze modifikovat iplnym ¢i ¢asteCnym
vyuzitim (pro vybrané proménné) metody koneénych objemt, i kdyz jejich formu-
lace budou (pro jednoduchost zapisu) vychézet z metody koneénych prvku.

11.6 Rotheho metoda

Pro feseni evoluénich tloh predstavuje metoda koneénych prvku (piipadné metody
ji podobné) jen dil¢i nastroj, jejz je zapotiebi doplnit dalsim. Jiz pii studiu nesta-
ciondrniho vedeni tepla jsme se zminovali o Eulerové metodé (v implicitni a explic-
itni verzi) a Crankové - Nicholsonové metodé. Prvni z nich byva nejcastéji zékladem
metody, jiz [11] nazyvd metodou ¢asové diskretizace, ve vétsiné publikaci véetné [§]
a [14] se vsak hovoii o Rotheho metodé, coz zduraziuje skute¢nost, ze tato metoda
je zalozena na studiu vlastnosti tzv. Rotheho posloupnosti abstraktnich funkei z
prostoru Lo(I, V'), jimz rozumime prostor zobrazeni koneéného ¢asového intervalu
I = [0,T], kde T je pfede znamy koncovy ¢as, s poc¢dtkem v nulovém ¢ase do
prostoru V', a jeho ruznych modifikaci a zobecnén{; studovat 1ze i limitni pirechod
T — oo, jenz muze (za jistych podminek) vést ke staciondrnimu stavu. V pros-
toru Lo(I, V) lze pfitom definovat pro jeho kazdé 2 prvky v(x,t) a w(x,t) skalarni
soucin jako integral v proménné ¢ pies casovy interval I z (v(.,t), w(.,t); totéz plati,
nahradime-li V' jinym vhodnym prostorem se skalarnim sou¢inem. Studujeme-li
[11], navazujici pfimo na [13] (pro feSeni staciondrnich tloh), a poté postupné
[8] a [14], pfesvédéime se o rychlém vyvoji teoretickych i vypoctovych vysledku
souvisejicich s touto metodou v poslednich desetiletich.

Rotheho metoda vychédzi z formulace (5) v jistém casovém kroku ¢ = sh,,
kde h, = T/r pro zadany pocet dilku r € {1,2,...} a index s se voli z mnoziny
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{1,...,7}; pFirozené lze potom studovat limitni pfechod r — co. Casové derivace
se na kazdém ¢asovém kroku nahrazuje zpusobem zndmym z metody siti. Namisto
spravnych hodnot u(.,t}) tak dostdvame jisté aproximace u}; v ¢ase ¢ = 0 mame
vzdy k dispozici spravné hodnoty ug (zavislost na proménné x € 2 zde jiz explicitné
nezdurazinujeme). Postupné pro s € {1,...,r} tak vychdzi

T u
Ug — ts—l

h > + <V’U, avug) - <U7 f£> + <U,QIS>F ’ (30)

<’U7
pricemz za fI povazujeme stiedni hodnotu f(.,t) pro t € Il = (ts_1,ts] a za gl
stiedni hodnotu g.(.,t) opét pro t € I7. Tato ¢asova diskretizace (odtud pochézi
nazev metody pouzivany v [11] odpovida pravé implicitni Eulerové metodé, s niz
budeme pracovat v dalsim vykladu.

V piipadé explicitni Eulerovy metody se pouze u ve druhém aditivnim ¢lenu
na levé strané (30) nahradi u},_; a v piipadé explicitni Eulerovy metody se totéz
uy nahradi (u} +ul_)/2; obecné se tedy uj nahradi jistym ou} + (1 — a)ul,_; pro

€ [0,1]. Specidlné tak médme a = 1 pro implicitni Eulerovu metodu, o = 1/2
pro Crankovu - Nicholsonovu metodu a a = 0 pro explicitni Eulerovu metodu.

Ponévadz v (30) neznde pouze ul, je dalsi numerickda analyza (30) ekviva-
lentni analyze (14). Mimo ¢asovou diskretizaci lze potom provést i diskretizaci (30),
napf. metodou koneénych prvkia. Odpovéd na otézku, nakolik ruznd diskretizace
na I a na € ovlivni konvergenci numerickych algoritmt k feSeni pivodni tlohy,
vSak neni obecné jednoducha. Rotheho metoda se primarné soustiedi na sestaveni
posloupnosti, které konverguji k feseni (5) nezdvisle na specidlni diskretizaci na ;
v tomto smyslu se obvykle hovoii o tzv. nepodminéné konvergenci.

Pro libovolné t € I} oznacme

t—te_
W (t) = ul g (]~ ), (31)
a'(t) =u,, u'(t)=0u"(t)/0t= %(ug —ug_q).

s

Tyto vztahy definuji avizované Rotheho posloupnosti. S jejich pomoci muzeme,
zavedeme-li téz f" a ¢g" obdobné 4", snadno piepsat (30) ve tvaru

(v,9") + (Vv,aVu") = (v, f") + (v,¢")r . (32)

Na zakladé jistych apriornich odhada vychézejicich z omezenosti Rotheho posloup-
nosti, vét o vnoreni prostortu abstraktnich funkci a dalsich netrividlnich poznatku
z moderni matematické analyzy lze dospét k zavérum

u"(t) — u(t) v H(Q) pro jakékoliv t € I, (33)
" —u v Lo(I, HY(Q)), " —u v Lo(I, Ly(Q)),

piicemz u', u?, . .. 1w patif do mnoziny U podle (15) a u(t) uvddime (pro piehlednost)
namisto du(t)/dt pro kazdé t € I.
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Uvedeny postup lze (jen s drobnymi technickymi komplikacemi) zopakovat
pro kazdé o € [1/2,1], ne vsak pro zddné a € (0,1/2). To mé svuj nepiijemny
dusledek napf. pii pouzivani explicitni Eulerovy metody, kterd jinak vede pii plné
diskretizaci k nejjednodussim soustavam linedrnich algebraickych rovnic: je tfeba
volit velmi kratké kroky h,., navic s ohledem na diskretizaci na 2.

11.7 Fourierova metoda

Konkurenceschopnou alternativou Rotheho metody se zda byt obraceny postup
diskretizace: nejprve se provede diskretizace na € a az nasledné (je-li to nezbytné)
na I. Tento piistup se tradi¢né nazyva metoda piimek (anglicky Method of Lines),
mimo dosti vzdcné pripady (mj. populdrni rovnici kmitan{ struny) jez lze resit an-
alyticky nebo semianalyticky (s pomoci vhodnych nekoneénych fad), prezentované
v [12], str. 901, v8ak dospivame od multiplikativniho rozkladu typu

u(x,t) = ¢i(x)thi(t) , (34)

jenz opét naznacuje s¢itani pres ¢ € {1,...,n}, pro zndmé funkce ¢;(x) a ¥;(t)
(pricemz ;(t) zahrnuji (jak uvidime déle) i nezndmé souéinitele ¢;), typického
pro klasickou Fourierovu metodu, k nepfijemné povinnosti fesit pomérné rozsahlé
soustavy oby¢ejnych linedrnich diferencidlnich (nikoliv jako dosud algebraickych)
rovnic. Nazna¢ime presto aspon zdkladni myslenku této metody; instruktivni (ac¢
jednorozmeérny) piiklad jejiho pouziti na vlastni kmitani stozéru s aplikaci ku-
bickych hermitovskych splajnu je uveden v [15]. S Fourierovou metodou se lze
dukladné seznamit v [1], str.215.
Vyjdéme opét od (12), kam dosadime (34). Pro v = ¢; vychézi

Mjab; + Kjihi = b; (35)

kde teckou (pro struc¢nost zapisu) opét naznacujeme derivovani podle ¢ a navic
pracujeme se zjednoduSenym oznacenim

Mji = (¢j,¢i), Kji=(V;,aVei), bj=F(d;). (36)
V dalsim budeme pracovat s indexy i, j, k € {1,...,n} jako Einsteinovymi s¢itacimi
indexy. Prvky Mj; a Kj; z (36) vytvéafeji pozitivné definitni ¢tvercové matice, jez
se v inzenyrské literatufe Casto nazyvaji maticemi hmotnosti a tuhosti, a to i
bez vazby na konkrétni fyzikalni problém. Ke druhé z matic Ize tedy sestavit in-
verzni matici s prvky K ,ﬁcl. Resme nejprve zkracenou (homogenni) soustavu rovnic
piislusnou k (35), tj. takovou, kterd ma namisto b; pravou stranu sestavajici z nul,
a obecné feseni této soustavy hledejme ve tvaru

i = Vikexp(—Met)er, ¥ = —Vigh exp(—Ait)ck (37)
tedy jako feSeni zobecnéné charakteristické rovnice

M;iVig A = KjiVig - (38)
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V (38) lze ziejmé Ay identifikovat s vlastnimi ¢isly, zatimco sloupce Vi skryvaji
prislusné vlastni vektory; ¢; z (37) spliuje (38) automaticky. Véfme, ze rovnici
(38) umime tesit vhodnym numerickym algortimem. Diky velmi specidlni pravé
strané podle (36) pak muzeme sestavit rovnéz obecné feseni (35)

i = K b + Vig exp(—At) e - (39)

Zbyva jesté nastavit soucinitele cy,...,c, tak, aby byla splnéna pocatecni
podminka (7), tedy aby platilo

up = @i (0) = ¢; (K by + Vi exp(—Agt)c) na Q (40)

v néjakém rozumném smyslu; piesné splnéni takové podminky s ohledem na konec¢né
n neni realistické. K tomu se obvykle pouzivd metoda nejmensich ¢tvercu (an-
glicky Least Squares Method), zndma z mnoha jinych matematickych aplikaci i
mimo oblast diferencidlnich rovnic. Namisto vagni formulace (40) s jeji pomoci
dostaneme

(6, u0) = (5, bi) (K3, br. + Vi exp(—At)c) - (41)
Pouhym presklddanim jednotlivych aditivnich ¢lenu (41) vychézi

(i, d5)Viner = (¢5,u0) — (5, 0:i) K1 by (42)

coz uz je pouha soustava n linearnich algebraickych rovnic o n nezndmych c1, ..., c,.
Hlavni obtiz{ tak zustava (dostateéné presné) nalezeni ¢isel Vi vhodnou iteracni
metodou.
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